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1. Teorijski uvod

1.1. Permutacije

Permutacije su kombinatorni objekat, koji nam je potreban da bismo
uveli pojam determinante. Sada �emo dati dve definicije pojma per-
mutacije (strogo formalno, ako uzmemo da je jedno definicija onda je
drugo teorema — sliqnu situaciju �emo imati kasnije kod pojma ranga
matrice).

Definicija 1.1. Permutacija skupa Xn = {x1, x2, . . . , xn} je proizvoƩna
ure�ena n–torka razliqitih elemenata iz tog skupa.

Primer 1.1. Neka je skup X4 = {a, b, c, d}. Tada je (b, d, c, a) jedna per-
mutacija toga skupa i Ƭu �emo jox oznaqavati i sa bdca (kao niz slova).
(a, d, b, a) i (a, b, c) nisu permutacije skupa X4 jer moraju da imaju sve el-
emente razliqite i da su ure�ene qetvorke.

Definicija 1’. Permutacija skupa Xn = {x1, x2, . . . , xn} je bilo koje
bijektivno preslikavaƬe σ skupa Nn = {1, 2, . . . , n} na skup Xn (znaqi
σ : Nn → Xn je ”1-1” i ”na”).

Primer 1.2. Prethodnu permutaciju (b, d, c, a) moжemo posmatrati i kao

slede�e preslikavaƬe σ : N4 → X4 dato sa σ =

(
1 2 3 4
b d c a

)

, odnosno kao

preslikavaƬe odre�eno pomo�u σ(1) = b, σ(2) = d, σ(3) = c, σ(4) = a.
Skup svih permutacija oznaqi�emo sa Sn.
Sada �emo uvesti pojam leksikografskog poretka(to je naqin na koji se

ure�uju razni spiskovi, telefonski imenici, reqi u reqnicima...): neka
je u skupu Xn = {x1, x2, . . . , xn} dato ure�eƬe sa x1 < x2 < . . . < xn tada
kaжemo da su ure�ena n–torka (a1, . . . , an) i ure�ena m–torka (b1, . . . , bm) u
relaciji maƬe, tj. (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bm) ako postoji neki broj k ∈ N za
koji vaжi da je ak < bk i ai = bi (∀i < k) ili ako je n < m, a ai = bi (∀i6n).
Svi ovi ai i bj su elementi Xn.

Primer 1.3. Da�emo sve permutacije u leksikografskom poretku
slede�ih skupova

X1 = {a}, X2 = {a, b} X3 = {a, b, c} :

a
ab
ba

abc
acb
bac
bca
cab
cba

Teorema 1.1. Ukupan broj svih permutacija jednak je n! = 1 · 2 · . . . · n.
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Dokaz: U n–torki (a1, a2, . . . , an) razliqitih elemenata skupa Xn, prvi
qlan a1 moжe biti bilo koji od n elemenata skupa Xn, drugi qlan a2 moжe
biti bilo koji element razliqit od ve� izabranog elementa a1, odnosno
bilo koji od n−1 elemenata skupa Xn\{a1}, itd, k–ti qlan moжe biti bilo
koji od (n−k+1) elemenata skupa Xn\{a1, a2, . . . , ak−1}, itd, pretposledƬi
element an−1 biramo iz dvoqlanog skupa Xn \ {a1, a2, . . . , an−2}, dok je pre-
ostali element an posledƬi qlan n–torke (a1, a2, . . . , an). Stoga je ukupan
broj n–torki razliqitih elemenata skupa Xn jednak n · (n−1) · . . .·2 ·1 = n!,
xto je i trebalo dokazati.

Vidimo iz Primera 1.3 da permutacija jednoqlanog skupa stvarno ima
1 = 1!, permutacija dvoqlanog skupa ima 2 = 2! = 1 · 2, a permutacija
troqlanog skupa ima 6 = 3! = 1 · 2 · 3.

Ako u permutaciji σ elementi σi i σk zadovoƩavaju σi > σk, pri qemu
je i < k, kaжemo da elementi σi i σk obrazuju inverziju. Znaqi, dva
elementa u permutaciji obrazuju inverziju, ako nam prvo ide ve�i, a
zatim maƬi. Permutacija σ je parna ukoliko je ukupan broj inverzija u
Ƭoj paran, a neparna ako je ukupan broj inverzija neparan. Znak (parnost)
permutacije σ, u oznaci sgn σ, definixemo kao

sgn σ =

{
1 ako je σ parna permutacija

−1 ako je σ neparna permutacija
= (−1) broj inverzija .

Moжe se pokazati da vaжi sgn σ =
∏

i<j

σ(j) − σ(i)

j − i
.

Primer 1.4. Permutacija bdca iz primera 1 je parna jer ima 4 inverzije:
b i a qine prvu (na prvom mestu je ”ve�e” slovo b, nego na qetvrtom mestu
gde je ”maƬe” slovo a), d i c drugu, d i a tre�u, a c i a qetvrtu. Svi
ostali elementi ne qine inverziju.

Od sad, ako se ne naglasi drugaqije, podrazumeva�emo da je skup ele-
menata koje permutujemo Xn = Nn = {1, 2, . . . , n}. Permutaciju 12 . . . n nazi-
vamo polazna ili identiqna i obeleжava�emo je sa ǫ, tj. ǫ = 12 . . . n. Ta
permutacija je parna jer je ukupan broj inverzija u Ƭoj nula (nikoja dva
elementa ne qine inverziju jer uvek ide prvo maƬi broj, pa onda ve�i).
Permutacija n(n − 1) . . . 21 ima najvixe inverzija (svaka dva elementa u
ovoj permutaciji obrazuju inverziju): n na prvom mestu qini inverziju sa
svih ostalih n−1 brojeva, n−1 na drugom mestu qini inverziju sa ostal-
ih n−2 brojeva (sem n, jer smo tu ve� brojali), itd. do 2 koji qini jednu
inverziju sa 1 koji se nalazi iza Ƭega - stoga je ukupan broj inverzija u

ovoj permutaciji jednak (n−1)+(n−2)+ . . .+1 = n(n−1)
2 =

(
n
2

)
. Permutaci-

ju τij koja meƬa brojeve i i j (i < j), a ostale brojeve ostavƩa na svom
mestu: τ(i) = j, τ(j) = i, a τ(k) = k za k 6= i, j zovemo transpozicija. Ako
ho�emo ovu permutaciju da predstavimo kao niz brojeva, ona bi imala
oblik 12 . . . (i−1)j(i+1) . . . (j−1)i(j +1) . . . (n−1)n. U svakoj transpoziciji
ima 2(j − i − 1) + 1 parova brojeva koji qine inverziju: (j, i), (j, k), (k, i),
gde je k proizvoƩan broj izme�u i i j (tj. k ∈ {i + 1, i + 2, . . . , j − 1}), pa je
stoga transpozicija neparna permutacija.

Svaka permutacija moжe predstaviti i kao kompozicija odre�enog
broja transpozicija. Ovo nam daje jox jedan naqin (I naqin je preko
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ukupnog broja inverzija) za odre�ivaƬe parnosti permutacije (parnost
permutacija je bitna za uvo�eƬe pojma determinante):

II naqin ukoliko se permutacija moжe predstaviti kao kompozicija
parnog broja transpozicija ona je parna, a ako se moжe predstaviti kao
kompozicija neparnog broja transpozicija ona je neparna (tj. polaze�i od
polazne permutacije koliko nam je potrebno zamena mesta po dva elementa
da bismo dobili datu permutaciju), odnosno

sgn σ = (−1) broj transpozicija .

Pored uobiqajenog zapisa permutacije kao funkcije postoji i ciklusni
zapis permutacije, koji je pogodniji u nekim primenama. Kako se dobija
ciklusni zapis permutacije?

Primetimo da za permutaciju α = 24513 vaжi

α(1) = 2, α(2) = 4, α(4) = 1.

Permutacija α xaƩe element 1 u 2, 2 u 4 i 4 nazad u 1, i tada kaжemo da
ovi elementi qine ciklus (1 2 4) duжine 3. Sliqno, elementi 3 i 5 qine
ciklus (3 5) duжine 2, pa je ciklusni zapis ove permutacije

α = (1 2 4)(3 5).

Ciklusni zapis za proizvoƩnu permutaciju π moжe da se dobije po-
mo�u slede�eg postupka, koji se ponavƩa sve dok svi elementi ne budu
raspore�eni u cikluse:

Izabrati proizvoƩan element a koji jox nije raspore�en u neki
ciklus. Novi ciklus qine elementi

(a π(a) π(π(a)) π(π(π(a))) . . . πk−1(a))

koje re�amo sve dok ne do�emo do najmaƬeg prirodnog broja k
za koji vaжi πk(a) = a.

Postoje dva naqina da promenimo ciklusni zapis bez uticaja na samu
permutaciju. Najpre, svaki ciklus moжe da poqne bilo kojim od svojih
elemenata — na primer, (7 8 2 1 3) i (1 3 7 8 2) predstavƩaju isti ciklus.
Drugo, poredak ciklusa nije vaжan — na primer, (1 2 4)(3 5) i (3 5)(1
2 4) predstavƩaju istu permutaciju. Bitni su podela elemenata skupa
na cikluse, kao i Ƭihov poredak unutar ciklusa, i oni su jedinstveno
odre�eni ciklusnim zapisom.

Ciklusni zapis nam moжe dati korisne informacije o permutaciji.
Ovo nam daje jox jedan naqin, za odre�ivaƬe parnosti permutacije:

III naqin ukoliko je σ permutacija skupa Xn predstavƩena u ciklusnom
zapisu i ako ona ima c razliqitih ciklusa, tada je

sgn σ = (−1)n−c .

Primer 1.5. Permutacija σ = 2431 iz primera 1 moжe se dobiti od
polazne permutacije ǫ = 1234 ako prvo zamenimo mesta prva dva elementa
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(tada dobijamo permutaciju 2134), a zatim ako zamenimo mesta drugog i
qetvrtog elementa (to su 1 i 4). Ve� smo videli u primeru 5 da je ova
permutacija parna - brojaƬem inverzija (4), a to moжemo zakƩuqiti i
preko broja transpozicija (2).

Primer 1.6. Odredi�emo inverznu permutaciju σ−1 za σ =

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)

.

Kako se permutacijom σ 1 slika u 2, 2 se slika u 4, 3 se slika u 3 i 4 se
slika u 1, inverznom permutacijom treba da se slika 2 u 1, 4 se slika u
2, 3 se slika u 3 i 1 se slika u 4, tj. imamo da je

σ−1 =

(
2 4 3 1
1 2 3 4

)

=

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)

.
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1.2. Determinante

Neka je A = (aij) realna KVADRATNA matrica reda n (ovaj pojam
uvodimo na strani 19, a do tad je moжemo zamixƩati kao kvadratnu xe-
mu oblika n sa n u koju je upisano n2 brojeva). Tada je determinanta
matrice A, u oznaci

det(A), |A| ili detA,

jednaka slede�oj sumi po svim permutacijama σ iz skupa Sn:

|A| =
∑

σ∈Sn

(sgn σ) a1 σ(1) · a2 σ(2) · . . . · an σ(n),

gde sgnσ oznaqava znak permutacije. Ovo je formalna definicija, a mi
�emo sada objasniti xta je i kako se izraqunava vrednost determinatne.

Determinanta je jedan konkretan broj koji se pridruжuje kvadratnoj
xemi (za matrice koje nisu kvadratnog oblika ne postoji determinanta!),
dok matrica oblika m×n predstavƩa pravougaonu xemu sa m ·n brojeva.

Primer 1.7. Napisa�emo determinante matrica maƬih dimenzija:

∣
∣a11

∣
∣ = a11,

∣
∣
∣
∣

a11 a12

a21 a22

∣
∣
∣
∣
= a11a22 − a12a21,

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

=
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

− − − + + +

Ovaj naqin za izraqunavaƬe determinate 3 × 3 kada dopixemo prve 2
kolone naziva se Sarusovo pravilo.

Determinante ve�eg reda MORAJU se odrediti na neki drugi naqin
(npr. Laplasovim razvojem svodimo na raqunaƬe vixe determinanti
niжeg reda ili svo�eƬem na determinantu trougaone matrice, xto se
ponegde naziva i Gausova metoda).

Minor reda k (k 6 n) determinante reda n je determinanta reda k ko-
ja se dobija u preseku nekih k vrsta i nekih k kolona polazne deter-
minante. Minor Mij elementa aij je minor reda (n − 1), koji se do-
bija od polazne determinante iskƩuqivaƬem i–te vrste i j–te kolone.
Kofaktor (ili algebarski komplement) elementa aij kvadratne matrice A
je Aij = (−1)i+j det(Mij).
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Osnovne osobine determinanti

1◦ |AT| = |A|, gde je AT transponovana matrica matrice A (videti
stranu 19).

2◦ Ako matrica A ima vrstu (kolonu) sa svim elementima jednakim
nula, tada je |A| = 0.

3◦ Ako matrica A ima dve jednake vrste (kolone), tada je |A| = 0.

4◦ Ako A ima dve proporcionalne vrste (kolone), tada je |A| = 0.

5◦ Ako je matrica A trougaona (gorƬe ili doƬe) tada je determinanta
jednaka proizvodu elemenata sa glavne dijagonale:

|A| =

n∏

i=1

aii = a11 · a22 · . . . · ann

(za pojmove glavne dijagonale i trougaone matrice – videti stranu 21)

6◦ Ako matrice A i B imaju proporcionalne elemente u i–toj vrsti (sa
koeficijentom proporcionalnosti m), a ostale vrste su im jednake, tada
je |B| = m · |A|. Analogno tvr�eƬe vaжi i za kolone.

7◦ Ako se matrica B dobija od matrice A tako xto u matrici A dve
vrste (kolone) zamene mesta, tada je |B| = −|A|.
8◦ Ako se matrica B dobija od matrice A tako xto se u matrici A i–toj
vrsti (koloni) doda j–ta vrsta (kolona) pomnoжena nekim brojem m, tada
je |B| = |A|.
9◦ Laplasov razvoj po elementima i–te vrste

|A| =

n∑

j=1

aijAij = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin,

Laplasov razvoj po elementima j–te kolone

|A| =

n∑

i=1

aijAij = a1jA1j + a2jA2j + . . . + anjAnj,

gde je n red matrice A, a Aij su odgovaraju�i kofaktori.

Napomena. Determinanta se moжe definisati i na ovaj naqin, preko
Laplasovog razvoja.

10◦ Bine–Koxijeva teorema.

Determinanta proizvoda matrica (za definiciju videti stranu 20)
jednaka je proizvodu determinanti tih matrica, tj. |AB| = |A| · |B|.

Korix�eƬe ovih osobina za izraqunavaƬe determinanti ilustro-
va�emo slede�im primerom.

Primer 1.8. Slede�u determinantu tre�eg reda izraquna�emo po for-
muli koju smo dobili u Primeru 2.7 (tj. po Sarusovom pravilu), svod-
jeƬem determinante na trougaonu (tu koristimo osobine 8◦, 9◦ i 5◦),
Laplasovim razvojem po elementima prve vrste, kao i Laplasovim razvo-
jem po elementima druge kolone pogodno transformisane determinante
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(ovde smo determinante 2 × 2 raqunali po formuli iz Primera 2.7).
∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 −2
2 0 3
−4 −2 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 3 ·0 ·3+1 ·3 ·(−4)+(−2)·2·(−2)−(−2)·0·(−4)−3·3·(−2)−1·2·3

= 0 − 12 + 8 − 0 − (−18)− 6 = 8.

Da bi dobili trougaonu matricu zameni�emo I i II kolonu (1 dovodimo
na prvo mesto) - tada vrednost determinante promeni znak. Zatim III
vrsti dodajemo I pomnoжenu sa 2. Kad od III vrste oduzmemo II dobijamo
trougaonu matricu, qija je determinanta jednaka proizvodu elemenata sa
glavne dijagonale: −8 = 1 · 2 · (−4).
∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 −2
2 0 3
−4 −2 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 3 −2
0 2 3
−2 −4 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 3 −2
0 2 3
0 2 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 3 −2
0 2 3
0 0 −4

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −(−8) = 8.

Laplasov razvoj po elementima prve vrste je:
∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 −2
2 0 3
−4 −2 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 3·(−1)1+1

∣
∣
∣
∣

0 3
−2 3

∣
∣
∣
∣
+1·(−1)1+2

∣
∣
∣
∣

2 3
−4 3

∣
∣
∣
∣
+(−2)·(−1)1+3

∣
∣
∣
∣

2 0
−4 −2

∣
∣
∣
∣

= 3 · 6 − 18 + (−2) · (−4) = 8.

Laplasov razvoj moжemo pojednostaviti ako dodamo dvostruku I vrstu
III vrsti (osobina 8◦ sa m = 2), a zatim razvijemo determinantu po II
koloni (osobina 9◦):

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 −2
2 0 3
−4 −2 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 −2
2 0 3

−4 + 2 · 3 −2 + 2 · 1 3 + 2 · (−2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 1 −2
2 0 3
2 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

(−1)1+2 · 1 ·
∣
∣
∣
∣

2 3
2 −1

∣
∣
∣
∣
+ 0 + 0 = −(−2 − 6) = −(−8) = 8.

Brojevi (−1)i+j, koje izraqunavamo kod Laplasovog razvoja, u stvari
predstavƩaju brojeve +1 i −1 (zavisno da li je broj i + j paran ili
neparan). Stoga, oni predstavƩaju znak ispred determinante minora u
algebarskom kofaktoru (xahovske table od znaka + i −, pri qemu je +
u gorƬem levom uglu!):

+ − +

− + −
+ − +

odnosno

+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +

Naveli smo sluqajeve za determinante oblika 3 × 3 i 4 × 4, jer �e se za
Ƭih najqex�e i koristiti, dok bismo sliqno dobili odgovaraju�e xeme
i za determinante ve�eg reda.
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Za odre�ivaƬe determinanti reda n qesto se koriste rekurentne jed-
naqine (videti poglavƩe 10.5. Rekurentne jednaqine).

Primer 1.9. Oznaqimo tridijagonalnu determinantu reda n koja ima na
glavnoj dijagonali elemente b, na dijagonali ispod glavne a, na dijago-
nali iznad glavne c, dok su svi ostali elementi jednaki 0 sa Dn(a, b, c).
Odrediti rekurentnu vezu koja vaжi za Dn(a, b, c).

Oznaqimo kra�e ovu determinantu sa Dn. Razvi�emo je prvo po I koloni,
a zatim drugu od determinati reda n − 1 po I vrsti:

Dn =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b c 0 . . . 0 0
a b c 0 0

0 a b
. . . 0 0

.

.

.
. . .

. . .

0 0 0 b c
0 0 0 a b

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= b ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b c 0 0

a b
. . . 0 0

. . .
. . .

0 0 b c
0 0 a b

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−a ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

c 0 . . . 0 0
a b 0 0

. . .

0 0 b c
0 0 a b

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= b ·Dn−1−a ·c ·
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b 0 0
. . .

0 b c
0 a b

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

tj. vaжi rekurentna veza Dn = b · Dn−1 − ac · Dn−2.

Primene determinanti

Determinante nalaze izuzetno veliki broj primena u raznim granama
matematike. Ovde �emo navesti samo neke od najznaqajnijih.

• Kod raqunaƬa povrxina i zapremina, pri smeni promenƩivih kod
dvojnih i trojnih integrala, koristi se Jakobijeva determinanta
(ili Jakobijan). Zbog ovih primena je i nastao pojam determinante!

• Kod kvadratnih sistema od n jednaqina sa n nepoznatih, pomo�u n+1
determinante �emo diskutovati rexeƬa (tu se javƩaju i Kramerove
formule, pomo�u kojih moжemo dobiti jedinstveno rexeƬe sistema
ili ustanoviti da sistem nema rexeƬa).

• Za ispitivaƬe linearne nezavisnosti funkcija, xto nalazi primenu
kod diferencijalnih jednaqina, koristi se determinanta Vronskog
(ili Vronskijan), koja sadrжi n funkcija sa Ƭihovim izvodima do
(n − 1)-og izvoda.

• Povrxina trougla sa temenima T1(x1, y1), T2(x2, y2), T3(x3, y3) data je
preko slede�e determinante (sa | | je oznaqena apsolutna vrednost):

P =
1

2
· |

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

|.

Povrxinu bilo kog mnogougla moжemo izraqunati tako xto ga pode-
limo na trouglove i onda primenimo prethodnu formulu.
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1.3. Sistemi linearnih jednaqina
Pod linearnom jednaqinom (u skupu R) podrazumevamo izraz oblika

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b (1)

gde su koeficijenti ai ∈ R i konstantni qlan b ∈ R, a xi su promenƩive ili
nepoznate. Skup vrednosti x1 = k1, x2 = k2, . . . , xn = kn koje zadovoƩavaju
jednaqinu (1): a1k1 +a2k2 + . . .+ankn = b naziva se rexeƬe jednaqine (1) ili
opxte rexeƬe. Pojedinaqno rexeƬe, x1 = k1, x2 = k2, . . . , xn = kn, naziva
se partikularno rexeƬe.

Rexiti jednaqinu znaqi na�i skup (svih) Ƭenih rexeƬa!
RexeƬa �emo uobiqajeno predstavƩati preko ure�ene n–torke:

(x1, x2, . . . , xn) = (k1, k2, . . . , kn).

Pri rexavaƬu linearne jednaqine javƩaju se tri sluqaja:

1◦ postoji koeficijent ai 6= 0 (bez umaƬeƬa opxtosti neka je a1 6= 0) i
tada je opxte rexeƬe dato sa

x1 =
b

a1
− a2

a1
t2 −

a3

a1
t3 − . . . − an

a1
tn, x2 = t2, x3 = t3, . . . , xn = tn,

gde su t2, t3, . . . , tn proizvoƩni realni brojevi (tada kaжemo da rexeƬe
zavisi od n − 1 parametara);

2◦ a1 = . . . = an = 0, a b 6= 0 tada jednaqina (1) nema rexeƬa;

3◦ a1 = . . . = an = b = 0 tada imamo rexeƬe koje zavisi od n parametara:
x1 = t1, x2 = t2, . . . ,xn = tn, t1, t2, . . . , tn ∈ R.

Napomena. Kad su svi ai = 0 kaжemo da je to degenerisana jednaqina.

Primer 1.10. Za linearnu jednaqinu x + 4y − 3z − w = 5 partikularno
rexeƬe je ure�ena qetvorka u = (8, 1, 3,−2) jer je

8 + 4 · 1 − 3 · 3 − (−2) = 5 X

dok je opxte rexeƬe dato sa u ∈ {(5 − 4t1 + 3t2 + t3, t1, t2, t3) | t1, t2, t3 ∈ R}.
Parametri t1, t2 i t3 mogu uzeti proizvoƩne realne vrednosti, a za svaku
konkretnu vrednost dobijamo jedno partikularno rexeƬe (gorƬe je za
t1 = 1, t2 = 3, t3 = −2).

Sistem od m linearnih jednaqina sa n nepoznatih x1, x2, . . . , xn je
slede�i skup jednaqina (gde su aij , bi ∈ R):

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1n−1xn−1 + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . .+ a2n−1xn−1 + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + am3x3 + . . .+ amn−1xn−1 + amnxn = bm.

(2)

Za n–torku (k1, k2, . . . , kn) kaжemo da je partikularno rexeƬe sistema (2)
ako zadovoƩava svaku od ovih m jednaqina, a skup svih rexeƬa nazivamo
opxtim rexeƬem.
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Ukoliko 2 sistema imaju isto rexeƬe, kaжemo da su ekvivalentni.
Sistem je homogen ako je b1 = . . . = bm = 0. Homogen sistem uvek ima

trivijalno rexeƬe (0, . . . , 0). Ako postoji jox neko rexeƬe homogenog sis-
tema ono se naziva netrivijalno rexeƬe.

Gausov sistem eliminacije

Slede�e tri vrste transformacija jednaqina sistema ne meƬaju skup
rexeƬa sistema (tj. novodobijeni sistem je ekvivalentan polaznom):
1◦ zamena mesta dve jednaqine;
2◦ mnoжeƬe cele jednaqine nekim skalarom k 6= 0;
3◦ dodavaƬe neke jednaqine nekoj drugoj jednaqini.

Transformacije 2◦ i 3◦ zajedno daju transformaciju dodavaƬa neke
jednaqine pomnoжene skalarom k nekoj drugoj jednaqini. Ovim transfor-
macijama �emo polazni sistem (2) svesti na sistem (3), za koji kaжemo
da ima stepenast ili trapezan oblik (engleski echelon form):

A11x1 + A12x2 + A13x3 + . . .+ A1nxn = B1

A2j2xj2 + A2(j2+1)xj2+1 + . . .+ A2nxn = B2

. . .
...

Arjr
xjr

+ . . .+ Arjnxn = Br

(3)

Prilikom ovih transformacija mogu se desiti dve karakteristiqne
situacije:

1) 0 ·x1 +0 ·x2 + . . .+0 ·xn = b 6= 0 ili kra�e 0 = b – tada kaжemo da sistem
nije saglasan (ili da je nekonzistentan), tj. nema rexeƬa;

2) 0 · x1 + 0 · x2 + . . . + 0 · xn = 0 ili kra�e 0 = 0 – ovu linearnu jednaqinu
zadovoƩava bilo koja n–torka realnih brojeva, pa stoga takvu jednaqinu
moжemo izbrisati i to se ne�e odraziti na traжeƬe rexeƬa. Zbog ovoga
u sistemu (3) u stepenastoj formi moжemo imati maƬe jednaqina nego u
polaznom sistemu (2), tj. generalno vaжi r 6m. Jedini naqin na koji se
moжe smaƬiti broj jednaqina u sistemu je da u nekom trenutku dobijemo
jednaqinu oblika 0 = 0!

Ako smo sistem (2) sveli na sistem (3) u stepenastom obliku, onda
sistem (2) ima rexeƬa (jedno ili vixe, xto razmatramo u nastavku), tj.
kaжemo da je sistem (2) saglasan.

PromenƩive koje se javƩaju na poqetku neke od jednaqina: x1, xj2 , . . . , xjr

nazivaju se vezane promenƩive, zato xto zavise od promenƩivih koje se
javƩaju nakon Ƭih u jednaqini u kojoj se one nalaze na prvom mestu. Sve
ostale promenƩive su slobodne promenƩive.

• Ako je r = n (tj. ako su sve promenƩive vezane) sistem ima
jedinstveno rexeƬe;

• Ako je r < n tada sistem ima beskonaqno mnogo rexeƬa (jox se kaжe da
sistem u ovom sluqaju ima vixestruko rexeƬe). Tada ima r vezanih i
n−r slobodnih promenƩivih, koje mogu uzeti proizvoƩne vrednosti,
tj. Ƭima se dodele vrednosti parametara: t1, . . . , tn−r.
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Zatim, vrednosti vezanih promenƩivih odre�ujemo redom iz posledƬe,
zatim pretposledƬe i tako daƩe do prve jednaqine sistema (3) u funkci-
ji od slobodnih promenƩivih (ako ih ima) i ve� odre�enih vezanih
promenƩivih.

Qesto se za sluqaj kada sistem ima vixestruko rexeƬe kaжe da je
neodre�en, ali tu terminologiju treba izbegavati jer nije korektna (sis-
tem je u potpunosti odre�en svojim jednaqinama i u ovom sluqaju se i
moжe rexiti). U ovom sluqaju treba na�i sva rexeƬa, a ne samo konsta-
tovati da ih ima beskonaqno mnogo.

Qesto se pogrexno za sistem koji nema rexeƬa kaжe da je nemogu�.

RexeƬa moжemo zapisati preko vektora promenƩivih X =







x1

x2
.
.
.

xn






.

Tada opxte rexeƬe sistema moжemo da zapixemo u obliku

X = X0 + t1 · X1 + t2 · X2 + . . . + tn−r · Xn−r, t1, t2, . . . , tn−r ∈ R.

Poxto ove vektore moжemo da posmatramo kao matrice oblika n×1, to se
vektor X moжe zapisati i kao X = (x1, x2, . . . , xn)T (operaciju transpono-
vaƬa matrica uvodimo na strani 19).

Vektor X0 predstavƩa partikularno rexeƬe sistema (Ƭega dobijamo
iz opxteg rexeƬa kada uzmemo da su svi parametri jednaki 0), dok je
t1 ·X1 + t2 ·X2 + . . . + tn−r · Xn−r rexeƬe odgovaraju�eg homogenog sistema
(svaki od vektora Xi, i=1, ..., n−r, dobijamo iz opxteg rexeƬa kada za
parametar ti uzmemo vrednost 1, dok su svi ostali parametri jednaki 0).
Fundamentalni sistem rexeƬa sistema obrazuju vektori X1, X2, . . . , Xn−r.

Primer 1.11. Rexiti sistem u skupu realnih brojeva:

x + 2y − 3z = −1
3x − y + 2z = 7
5x + 3y − 4z = 2.

Da bismo ”eliminisali” prvu promenƩivu, x, potrebno je da od druge
jednaqine oduzmemo 3 puta prvu i od tre�e da oduzmemo 5 puta prvu. To
�emo ubudu�e obeleжavati samo oznakama II− 3 · I i III− 5 · I pored druge,
odnosno tre�e jednaqine. Sistem se sveo na

x + 2y − 3z = −1
− 7y + 11z = 10
− 7y + 11z = 7.

DaƩe, promenƩivu y eliminixemo iz tre�e jednaqine: III − II.

x + 2y − 3z = −1
− 7y + 11z = 10

0 = −3.

Kako smo dobili jednaqinu 0 = −3, sistem nema rexeƬa.
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Primer 1.12. Rexiti sistem u skupu realnih brojeva:

x + 2y = 5
2x − y = 0 II − 2 · I

x + 2y = 5
− 5y = −10

Sistem smo sveli na sistem u stepenastom obliku. PromenƩive x i y
se pojavƩuju na poqetku neke od jednaqine pa su obe vezane promenƩive.
Kako je broj jednaqina r = 2 jednak broju promenƩivih n = 2 ima�emo
jedinstveno rexeƬe, koje dobijamo tako xto y odredimo iz druge jedna-
qine (y = 2) i onda to uvrstimo u prvu jednaqinu i nalazimo x (tj. x = 1).

Znaqi, rexeƬe ovog sistema je (x, y) = (1, 2).

Primer 1.13. Rexiti sistem u skupu realnih brojeva:

x + 2y − z = 1
3x + 6y − 3z = 3
−2x − 4y + 2z = −2

x + 2y − z = 1
3x + 6y − 3z = 3 II− 3 · I
−2x − 4y + 2z = −2 III + 2 · I

x + 2y − z = 1
0 = 0
0 = 0.

Jednaqine 0 = 0 moжemo da obrixemo i dobili smo sistem od jedne jed-
naqine sa tri nepoznate:

x + 2y − z = 1.

PromenƩiva x je vezana promenƩiva, a promenƩive y i z su slobodne
promenƩive i Ƭima moжemo dodeliti proizvoƩne vrednosti, tj. re�i
�emo da su one jednake y = p, z = t, t, p ∈ R, gde su p i t neki real-
ni parametri. Kada to uvrstimo u sistem dobijamo da je x = 1 − 2p + t,
tj. imamo rexeƬe sistema:

(x, y, z) = (1 − 2p + t, p, t), t, p ∈ R.

RexeƬe ovog sistema moжemo zapisati i kao

X =





x
y
z



 =





1
0
0



 + t ·




1
0
1



 + p ·




−2
1
0



 , t, p ∈ R.

Vektori X1 =





1
0
1



 i X2 =





−2
1
0



 qine fundamentalni sistem rexeƬa.
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Primer 1.14. Ispitati da li homogeni sistem ima netrivijalno rexeƬe:

x + 2y + z + v = 0
−x − y − 2z + v = 0
2x + 6y − 3z + 2v = 0.

Sistem ima netrivijalno rexeƬe, jer kada ga svedemo na stepenasti
oblik (to je uvek mogu�e kod homogenih sistema jer ne moжemo dobiti jed-
naqinu oblika 0 = b 6= 0; znaqi homogen sistem je uvek saglasan) ima�emo
sistem od r 6 3 jednaqina sa n = 4 nepoznatih. Zato �emo imati bar jed-
nu (n − r > 1) slobodnu promenƩivu, pa �emo imati i neko netrivijalno
rexeƬe.

Kada bi sistem sveli na stepenast oblik dobili bismo:

x + 2y + z + v = 0
y − z + 2v = 0

− 3z − 4v = 0

i Ƭegovo rexeƬe je (x, y, z, v) = (21t,−10t,−4t, 3t) , t ∈ R.
Fundamentalni sistem qini vektor X1 = (21,−10,−4, 3)T, jer se sva

rexeƬa mogu zapisati kao t · X1, t ∈ R.

Napomena. Ovde smo uzeli da je slobodna promenƩiva v = 3t, t ∈ R i
dobili smo gorƬe rexeƬe. Da smo uzeli da je slobodna promenƩiva v
jednaka v = α, α ∈ R dobili bi (x, y, z, v) =

(
7α,− 10

3 α,− 4
3α, α

)
, α ∈ R.

Ova dva rexeƬa su ista (za α = 3t), samo xto sa t nemamo razlomke!

RexavaƬe sistema pomo�u determinanti

Sisteme od n linearnih jednaqina sa n nepoznatih:

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn.

moжemo rexavati i pomo�u determinanti.

Uvedimo determinante koje se javƩaju u Kramerovim formulama.

Matrica sistema je

A =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...
an1 an2 . . . ann

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

,

a Ƭenu determinantu, ∆ = det(A), nazivamo determinanta sistema.
∆i = det(Bi), i = 1, . . . , n, gde se matrice Bi dobijaju od matrice A, tako xto
i–tu kolonu zamenimo sa kolonom slobodnih qlanova (b1i = b1, . . . , bni = bn,
a ostali elementi su isti kao u matrici A: bkj = akj za j 6= i).
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Teorema 1.2. Ako je determinanta sistema ∆ 6= 0 sistem ima jedinstveno
rexeƬe i ono je dato pomo�u Kramerovih formula:

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
.

Ako je ∆ = 0 i neko ∆i 6= 0 tada sistem nema rexeƬa.

Primer 1.15. Reximo sistem x1 + x2 = 6, 2x1 − x2 = −3.
Odredimo determinantu sistema ∆, kao i ostale determinante ∆1 i

∆2 koje se javƩaju u Kramerovim formulama:

∆ =

∣
∣
∣
∣

1 1
2 −1

∣
∣
∣
∣
= −3, ∆1 =

∣
∣
∣
∣

6 1
−3 −1

∣
∣
∣
∣
= −3, ∆2 =

∣
∣
∣
∣

1 6
2 −3

∣
∣
∣
∣
= −15,

pa je rexeƬe x1 =
∆1

∆
=

−3

−3
= 1 i x2 =

∆2

∆
=

−15

−3
= 5.

Ako je ∆ = ∆1 = . . . = ∆n = 0 tada ne znamo da li sistem ima rexeƬe (to
moжemo ustanoviti Gausovim sistemom eliminacije), ali ako ima onda je
to rexeƬe vixestruko.

Teorema 1.3. Homogen sistem od n jednaqina sa n nepoznatih ima netriv-
ijalna rexeƬa ako i samo ako za determinantu sistema vaжi ∆ = 0.

Ovo tvr�eƬe nalazi primenu kasnije kod odre�ivaƬa sopstvenih vred-
nosti i vektora, kao i za ispitivaƬe linearne nezavisnosti vektora, xto
�emo videti da je direktno povezano sa rangom matrice.

Primer 1.16. Sistem
x1 + 2x2 + 3x3 = 1
x1 + 2x2 + 3x3 = 2
x1 + 2x2 + 3x3 = 5

je primer sistema za koji je zadovoƩeno da je ∆ = ∆1 = ∆2 = ∆3 = 0
(sve ove determinante imaju proporcionalne kolone), a nema rexeƬa
(nakon prvog koraka u Gausovom sistemu eliminacije druga i tre�a jed-
naqina se svode na 0 = 1 i 0 = 4).

RexavaƬe sistema matriqnom metodom

Inverzne matrice, kao i pojam ranga, nalaze primenu kod rexavaƬa
sistema. Sisteme od n jednaqina sa n nepoznatih moжemo rexavati i
traжeƬem inverzne matrice. Zapiximo ovaj sistem u matriqnom obliku

A · x = b,

gde je A = (aij)
n
1 matrica sistema, a x =








x1

x2

.

.

.
xn








i b =








b1
b2
.
.
.

bn








su kolona1 nepoz-

natih, odnosno kolona slobodnih qlanova.

1Kolona je matrica oblika n× 1 – videti stranu 19.
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Tada ako postoji inverzna matrica A−1 imamo da je rexeƬe dato sa

x = A−1b.

Iz ovog oblika se mogu izvesti Kramerove formule.

RexavaƬe sistema pomo�u ranga matrice

Posmatrajmo opxti sluqaj sistema linearnih jednaqina:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + . . .+ a1n−1xn−1 + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + . . .+ a2n−1xn−1 + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + am3x3 + . . .+ amn−1xn−1 + amnxn = bm

gde su aij , bi ∈ R. Matrice

A =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...
am1 am2 . . . amn

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

, B =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

...
...

...
...

am1 am2 . . . amn bm

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

nazivaju se, redom, matrica sistema i proxirena matrica sistema.

Sada �emo navesti teoremu koja, uz pomo� ranga matrica A i B (za
definiciju ranga videti stranu 25), utvr�uje kada sistem ima rexeƬa.

Teorema 1.4. Kroneker-Kapelijeva teorema. Sistem linearnih
jednaqina je saglasan (ima rexeƬa) ako i samo ako je r(A) = r(B).

Mogu nastupiti slede�a tri sluqaja:
1◦ ukoliko je r(A) < r(B) sistem nema rexeƬa;
2◦ ukoliko je r(A) = r(B) = n sistem ima jedinstveno rexeƬe;
3◦ ukoliko je r(A) = r(B) < n sistem ima vixestruko rexeƬe koje zavisi
od n − r(A) parametara
(ovde n oznaqava broj promenƩivih u sistemu).

1.4. Matrice
Pravougaoni xema oblika








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 am2 . . . amn








ili

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 am2 . . . amn

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

ili








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am1 am2 . . . amn








gde su aij realni brojevi naziva se matrica nad poƩem R.
Ova matrica, A, oznaqava se sa

A = (aij), i = 1, . . . , m j = 1, . . . , n,
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odnosno ||aij ||m×n, kao i [aij ]m×n.

Napomena. Ravnopravno �emo koristiti sve tri gorenavedene oznake za
matrice, ( ), || ||, [ ], ali treba obratiti da paжƬu da ne pomexamo sa
oznakom | | koja se koristi samo za determinante!

U matrici A se m horizontalnih n–torki

(a11, a12, . . . , a1n), (a21, a22, . . . , a2n), . . . (am1, am2, . . . , amn)

nazivaju vrste ili redovi matrice, a n vertikalnih m–torki








a11

a21

.

.

.

am1








,








a12

a22

.

.

.

am2








, . . .








a1n

a2n

.

.

.

amn








su kolone ili stupci matrice A (jednina stubac). Element aij se javƩa
u i–tom redu i j–toj koloni. Za matricu sa m vrsta i n kolona kaжemo
da je dimenzije (ili oblika) m × n (m sa n). Matrica je kvadratna ako
je m = n i tada koristimo i oznaku ||aij ||n1 . Za tu matricu kaжemo da je
kvadratna matrica reda n.

Transponovana matrica matrice A, AT, dobija se tako xto vrste ma-
trice A postanu kolone matrice AT i xto kolone matrice A postanu vrste
matrice AT:

A =








a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn








 AT =








a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

...
...

. . .
...

a1n a2n . . . amn








.

Ako je A matrica oblika m × n, onda je AT matrica oblika n × m.

Primer 1.17.
(

1 2 3
4 −5 −6

)T

=





1 4
2 −5
3 −6



 .

Dve matrice su jednake, A = B, ako imaju iste dimenzije m × n i
odgovaraju�i elementi su im jednaki: aij = bij. Dakle jednakost dve
matrice se svodi na sistem od m · n jednaqina.

Za dve matrice A i B iste dimenzije m × n definixemo zbir

A + B =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

a11 + b11 a12 + b12 . . . a1n + b1n

a21 + b21 a22 + b22 . . . a2n + b2n

...
...

. . .
...

am1 + bm1 am2 + bm2 . . . amn + bmn

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

.

Suma matrica razliqitih dimenzija nije definisana.
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Primer 1.18.

(
1 2 −3 4
0 −5 1 −1

)

+

(
3 −5 6 −1
2 0 −2 −3

)

=

(
1 + 3 2 − 5 −3 + 6 4 − 1
0 + 2 −5 + 0 1 − 2 −1 − 3

)

=

(
4 −3 3 3
2 −5 −1 −4

)

.

MnoжeƬe skalarom (brojem), k ∈ R, uvodimo na slede�i naqin:

k · A =








k · a11 k · a12 . . . k · a1n

k · a21 k · a22 . . . k · a2n

...
...

. . .
...

k · am1 k · am2 . . . k · amn








.

Primer 1.19.

3 ·
(

1 2 −3
4 −5 6

)

=

(
3 · 1 3 · 2 3 · (−3)
3 · 4 3 · (−5) 3 · 6

)

=

(
3 6 −9
12 −15 18

)

.

Matrica qiji su svi elementi 0 naziva se nula–matrica i oznaqavamo
je sa O, i za svaku matricu X istog oblika kao i O vaжi

X + O = O + X = X.

Suprotna matrica je matrica −A = (−1) · A. Tako�e oduzimaƬe matrica
moжemo uvesti kao A − B = A + (−1) · B.

Proizvod matrica A i B je definisan samo ako je matrica A oblika
m× p, B oblika p×n i tada je matrica C = A ·B oblika m×n. Elementi
matrice C su dati kao

cij = ai1b1j + ai2b2j + . . . + aipbpj =

p
∑

k=1

aikbkj ,

tj. da bismo dobili element cij, koji se nalazi na mestu (i, j) u proizvodu
matrica A i B, mnoжimo odgovaraju�e elemente i–te vrste matrice A i
elemente j–te kolone matrice B: ai1 sa b1j , . . . , aip sa b1p i onda saberemo
sve te proizvode.

U opxtem sluqaju ako postoji proizvod A · B ne mora da postoji i
proizvod B · A. Oba proizvoda postoje ako i samo ako su matrice A i B
veliqine m × n i n × m. Ako su matrice A i B kvadratne, tj. dimenzije
n×n onda su i proizvodi A ·B i B ·A isto oblika n×n i tada ima smisla
govoriti o jednakosti A ·B = B ·A. U sluqaju da vaжi A ·B = B ·A kaжemo
da matrice A i B komutiraju.

Za mnoжeƬe matrica vaжi asocijativnost:

A · (B · C) = (A · B) · C
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i kako nije bitno kojim redosledom mnoжimo matrice oba ova proizvoda
�emo oznaqavati sa A · B · C.

Kod kvadratnih matrica elementi sa jednakim prvim i drugim
indeksom, tj. a11, . . . , ann, obrazuju glavnu dijagonalu (kada ho�emo da je is-
taknemo oznaqava�emo je crvenom bojom). Zbir svih elemenata sa glavne
dijagonale matrice A naziva se trag matrice, u oznaci tr A ili tr(A).

Poseban znaqaj ima matrica In qiji su elementi na glavnoj dijagonali
jednaki 1, a ostali su 0 i ona se naziva jediniqna matrica

In =












1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1












.

Ovu matricu �emo oznaqavati sa In samo kada ho�emo da istaknemo da je
to matrica reda n, a inaqe �emo koristiti oznaku I. U literaturi se
javƩa i oznaka E.

Najvaжnije osobine jediniqne matrice (za proizvoƩne matrice X i Y
za koje proizvodi postoje) su:

X · I = X i I · Y = Y.

Kvadratna matrica je gorƬe trougaona ako su svi elementi ispod
glavne dijagonale jednaki 0, tj. vaжi aij = 0 ako je i > j. GorƬe trougaona
matrica ima slede�i oblik












a11 a12 a13 . . . a1,n−1 a1n

0 a22 a23 . . . a2,n−1 a2n

0 0 a33 . . . a3,n−1 a3n

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 . . . an−1,n−1 an−1,n

0 0 0 . . . 0 ann












.

Kvadratna matrica je doƬe trougaona ako su svi elementi iznad glavne
dijagonale jednaki 0, tj. vaжi aij = 0 ako je i < j. DoƬe trougaona matrica
ima slede�i oblik












a11 0 0 . . . 0 0
a21 a22 0 . . . 0 0
a31 a32 a33 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
an−1,1 an−1,2 an−1,3 . . . an−1,n−1 0
an1 an2 an3 . . . an,n−1 ann












.

Matrica je trougaona ako je gorƬe trougaona ili doƬe trougaona.
Matrica moжe biti istovremeno i gorƬe trougaona i doƬe trougaona
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ako je dijagonalna, tj. ako su joj svi elementi razliqiti od 0 na glavnoj
dijagonali — npr. jedna takva matrica je jediniqna matrica, I).

Za transponovane matrice vaжi (A · B)T = BT · AT.

Kvadratna matrica je ortogonalna ako je ispuƬeno AT · A = I.

Inverzna matrica kvadratne matrice A, u oznaci A−1, je matrica za
koju vaжi da je A−1 · A = A · A−1 = I.

Teorema 1.5. Ako postoji inverzna matrica, ona je jedinstvena.

Za kvadratnu matricu A kaжemo da je regularna ako ima inverznu matricu,
a singularna ako nema inverznu matricu. Inverznu matricu moжemo od-
rediti (pogledati Primer 2.21) rexavaƬem n sistema sa n nepoznatih,
pomo�u elementarnih transformacija vrsta vrxe�i prelaz od matrice
A i jediniqne matrice do jediniqne matrice i inverzne matrice2,tj.
A | I  I | A−1, ili preko adjungovane matrice.

Adjungovana matrica kvadratne matrice A je matrica

adjA = ||Aij ||T =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

...
...

. . .
...

A1n A2n . . . Ann

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

,

gde su Aij odgovaraju�i kofaktori (videti stranu 8). Najqex�e grexke
kod odre�ivaƬa adjungovane matrice su da se kod kofaktora ispusti qlan
(−1)i+j, kao i da se zaboravi transponovaƬe. Za adjungovanu matricu
matricu matrice A vaжi A ·adjA = adjA ·A = (det(A)) ·I, gde je I jediniqna
matrica odgovaraju�eg oblika n × n (tj. ona je reda n).

Teorema 1.6. Matrica A ima inverznu matricu ako i samo ako je Ƭena
determinanta det(A) 6= 0. U sluqaju kada postoji inverzna matrica je
data formulom

A−1 =
1

det(A)
· adjA.

Primer 1.20. Odrediti inverznu matricu od opxte matrice oblika 2×2,

A =

∥
∥
∥
∥

a b
c d

∥
∥
∥
∥
.

Traжimo nepoznatu matricu A−1 =

∥
∥
∥
∥

x y
z w

∥
∥
∥
∥
, tj. treba da odredimo skalare

x, y, z i w za koje vaжi

∥
∥
∥
∥

a b
c d

∥
∥
∥
∥
·
∥
∥
∥
∥

x y
z w

∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥

1 0
0 1

∥
∥
∥
∥
. Odatle imamo jednakost

slede�e dve matrice

∥
∥
∥
∥

ax + bz ay + bw
cx + dz cy + dw

∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥

1 0
0 1

∥
∥
∥
∥
.

2 Ovaj naqin traжeƬa inverzne matrice znatno olakxava izraqunavaƬa u
Operacionim istraжivaƬima kod simpleks algoritma.
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Dobili smo dva sistema sa po dve nepoznate:

ax + bz = 1 ay + bw = 0
cx + dz = 0 cy + dw = 1 .

Bez umaƬeƬa opxtosti moжemo uzeti da je a 6= 0 (ako je a = 0 samo bi
promenili poredak jednaqina). Kada ove sisteme svedemo na sisteme u
stepenastom obliku dobijamo:

ax + bz = 1 ay + bw = 0
(

d − bc

a

)

z = − c

a

(

d − bc

a

)

w = 1.

Da bi ova dva sistema imala jedinstveno rexeƬe (na osnovu Teoreme 2.6

inverzna matrica je jedinstvena) potrebno je da vaжi d− bc

a
6= 0, odnosno

ad − bc 6= 0 (xta je ovo?). Tako dobijamo da za ad − bc 6= 0 sistemi imaju
jedinstvena rexeƬa:

x =
d

ad − bc
, z =

−c

ad − bc
, tj. y =

−b

ad − bc
, w =

a

ad − bc
.

Traжena inverzna matrica je

A−1 =
1

ad − bc
·
∥
∥
∥
∥

d −b
−c a

∥
∥
∥
∥

.

Napomena. Primetimo da ovde izraz ad − bc predstavƩa determinantu

date matrice A, dok je

∥
∥
∥
∥

d −b
−c a

∥
∥
∥
∥

je adjungovana matrica date matrice:

A11 = d, A12 = −c, A21 = −b, A22 = a. Time smo bax dobili formulu iz
Teoreme 2.6.

Primer 1.21. Neka je data matrica A =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

1 2 2
3 1 0
1 1 1

∥
∥
∥
∥
∥
∥

. Odrediti A−1.

I naqin (rexavaƬem sistema).

Kao u prethodnom primeru imamo A·A−1 =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

1 2 2
3 1 0
1 1 1

∥
∥
∥
∥
∥
∥

·

∥
∥
∥
∥
∥
∥

x u a
y v b
z w c

∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∥
∥
∥
∥
∥
∥

,

tj. matriqnu jednakost

∥
∥
∥
∥
∥
∥

x + 2y + 2z u + 2v + 2w a + 2b + 2c
3x + y 3u + v 3a + b

x + y + z u + v + w a + b + c

∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∥
∥
∥
∥
∥
∥

.

Dobili smo 3 sistema sa po 3 nepoznate:
x + 2y + 2z = 1

3x + y = 0
x + y + z = 0

u + 2v + 2w = 0
3u + v = 1
u + v + w = 0

a + 2b + 2c = 0
3a + b = 0
a + b + c = 1

koji imaju slede�a rexeƬa:

x = −1, y = 3, z = −2; u = 0, v = 1, w = −1; a = 2, b = −6, c = 5, te je

A−1 =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

−1 0 2
3 1 −6
−2 −1 5

∥
∥
∥
∥
∥
∥

.

Napomena. Primetimo da su sva 3 sistema istog oblika (razlikuju im se
kolone slobodnih qlanova, dok imaju iste matrice sistema, a samim tim
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i determinante sistema). Ovaj pristup, zajedno sa rexavaƬem sistema
preko Kramerovih formula (videti stranu 17) daje dokaz Teoreme 2.6.

II naqin (elementarnim transformacijama).

Elementarnim transformacijama vrsta �emo izvrxiti prelaz od matrice
A i jediniqne matrice do jediniqne matrice i inverzne matrice:

A | I  I | A−1.

Sa strane su naznaqene elementarne transformacije koje vrximo na vrste
(i sa leve i sa desne strane crte).

1 2 2
3 1 0
1 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
0 1 0 II−3·I

0 0 1 III−I

 

1 2 2
0 −5 −6
0 −1 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
−3 1 0
−1 0 1

<

<⊃ 

1 2 2
0 −1 −1
0 −5 −6

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
−1 0 1
−3 1 0 III−5·II

 

1 2 2
0 −1 −1
0 0 −1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0
−1 0 1 / · (−1)
2 1 −5 / · (−1)

 

1 2 2
0 1 1
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 0 0 I−2·II

1 0 −1 II−III

−2 −1 5
 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−1 0 2
3 1 −6
−2 −1 5 .

U posledƬem koraku smo prvo raqunali I − 2 · II, pa tek onda II − III.

Tako smo dobili inverznu matricu: A−1 =





−1 0 2
3 1 −6
−2 −1 5



.

III naqin (preko adjungovane matrice).

A11 = (−1)1+1
∣
∣
∣
∣

1 0
1 1

∣
∣
∣
∣
= 1 A12 = (−1)1+2

∣
∣
∣
∣

3 0
1 1

∣
∣
∣
∣
= −3 A13 = (−1)1+3

∣
∣
∣
∣

3 1
1 1

∣
∣
∣
∣
= 2

A21 = (−1)2+1
∣
∣
∣
∣

2 2
1 1

∣
∣
∣
∣
= 0 A22 = (−1)2+2

∣
∣
∣
∣

1 2
1 1

∣
∣
∣
∣
= −1 A23 = (−1)2+3

∣
∣
∣
∣

1 2
1 1

∣
∣
∣
∣
= 1

A31 = (−1)3+1
∣
∣
∣
∣

2 2
1 0

∣
∣
∣
∣
= −2 A32 = (−1)3+2

∣
∣
∣
∣

1 2
3 0

∣
∣
∣
∣
= 6 A33 = (−1)3+3

∣
∣
∣
∣

1 2
3 1

∣
∣
∣
∣
= −5.

Dobijene kofaktore moжemo iskoristiti i za odre�ivaƬe determi-
nante det(A) (Laplasov razvoj po III koloni je najjednostavniji jer imamo
jedan qlan 0): det(A) = a13A13 +a23A23 +a33A33 = 2 ·2+0 ·1+1 · (−5) = −1, a
na osnovu Ƭih odre�ujemo a�ungovanu matricu adjA i inverznu matricu
A−1:

adjA =

∥
∥
∥
∥
∥
∥

1 −3 2
0 −1 1
−2 6 −5

∥
∥
∥
∥
∥
∥

T

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥

1 0 −2
−3 −1 6
2 1 −5

∥
∥
∥
∥
∥
∥

, A−1 =
adjA

det(A)
=

∥
∥
∥
∥
∥
∥

−1 0 2
3 1 −6
−2 −1 5

∥
∥
∥
∥
∥
∥

.

Napomena. Formalno, uvek treba prvo odrediti detA, jer ako je detA = 0
onda ne postoji inverzna matrica A−1 i nemamo xta daƩe da radimo!

Podmatrica (ili submatrica) matrice A se dobija od matrice A, tako
xto se matrici A odbaci neki broj vrsta i/ili kolona. Rang matrice A,
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r(A), je red Ƭene najve�e regularne kvadratne podmatrice. Pored oznake
r(A), koriste se i rang(A), kao i rangA. Rang nula–matrice je jednak 0,
tj. r(O) = 0. Ako je matrica A oblika m × n ona ima

(
m
p

)
·
(
n
p

)
razliqitih

kvadratnih subatrica reda p, te nije praktiqno odre�ivati rang na ovaj
naqin (po definiciji), sem za matrice malog formata. Ovaj metod �emo
ilustrovati na naredna dva primera, a zatim �emo dati praktiqniji
postupak za odre�ivaƬe ranga matrice — elementarne transformacije
kojima se ne meƬa rang.

Primer 1.22. Neka je data matrica A =





−2 1 0 2
1 2 −1 4
−1 3 −1 6



.

Odredimo rang ove matrice.

Ova matrica ima 4 podmatrice reda 3 (Ƭih dobijamo kad redom izbacimo
I kolonu, II kolonu, III kolonu i IV kolonu):





1 0 2
2 −1 4
3 −1 6









−2 0 2
1 −1 4
−1 −1 6









−2 1 2
1 2 4
−1 3 6









−2 1 0
1 2 −1
−1 3 −1



 .

Determinante I i III podmatrice su jednake D1 = D3 = 0 jer one imaju po
dve proporcionalne kolone (kolone sa elementima 1,2,3 i 2,4,6), a dobija
se i da su D2 = D4 = 0. Kako su sve podmatrice reda 3 singularne, to je
rang r(A) 6= 3, tj. r(A) < 3.

Uoqimo podmatricu

(
−2 1
1 2

)

reda 2 koja se dobija od polazne matrice

kada se izbace III vrsta i III i IV kolona. ƫena determinanta je
∣
∣
∣
∣

−2 1
1 2

∣
∣
∣
∣
= (−2) · 2 − 1 · 1 = −5 6= 0,

te smo naxli regularnu podmatricu reda 2, a sve podmatrice ve�eg reda
su singularne, te je rang matrice A, r(A) = 2.

Primer 1.23. Na�i rang matrice A =





1 1 a
1 a a
a 1 a



 u zavisnosti od a ∈ R.

Podmatrica reda 3 je sama ta matrica. Kako je Ƭena determinanta

det(A) = a2 + a2 + a − a3 − a − a = −a(a − 1)2,

to je za a 6= 0, 1 det(A) 6= 0, pa je rang matrice A, r(A) = 3. Za a = 0

matrica se svela (kad svuda zamenimo a = 0) na matricu





1 1 0
1 0 0
0 1 0



 i

Ƭen rang je r(A) = 2, jer je

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 0
1 0 0
0 1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, a

∣
∣
∣
∣

1 1
1 0

∣
∣
∣
∣

= −1 6= 0 (podmatrica

dobijena izbacivaƬem tre�e vrste i kolone). Ostaje jox sluqaj a = 1
i tad je rang r(A) = 1 jer je determinanta podmatrice

(
1
)

jednaka 1, dok
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je determinanta svake podmatrice ve�eg reda jednaka 0, jer ima dve iste
vrste (sa svim elementima 1).

Elementarne transformacije matrice su:
1◦ zamena mesta 2 vrste (ili 2 kolone),
2◦ mnoжeƬe neke vrste (ili kolone) brojem k 6= 0,
3◦ dodavaƬe elemenata jedne vrste (ili kolone), pomnoжenih nekim
brojem, odgovaraju�im elementima druge vrste (ili kolone).

Elementarne transformacije ne meƬaju rang matrice, tj. Ƭima se do-
bijaju nove matrice koje imaju isti rang kao i polazna matrica. Da
matrice A i B imaju isti rang pisa�emo A ∼ B.

Pomo�u elementarnih transformacija polaznu matricu svodimo na
matricu u stepenastom obliku koja ima k vrsta kod kojih svi elementi
nisu jednaki 0. Tada je r(A) = k.

U zadacima elemente koji su jednaki 0 i koji prave ,,stepenice“ pred-
stavƩa�emo plavom bojom.

Primer 1.24. Odredimo rang matrica iz prethodna dva primera pomo�u
elementarnih transformacija matrice.

Za matricu iz Primera 2.22 prvo zamenimo I i II vrstu, zatim (tu novu)
I vrstu dodamo na III i dvostruku II dodamo na III. Onda od III vrste
oduzmemo II i dobili smo matricu koja je ranga 2 (u stepanastom je obliku
i ima 2 vrste koje nemaju sve elemente 0), te je i r(A) = 2.

A =





−2 1 0 2
1 2 −1 4
−1 3 −1 6



 ∼




1 2 −1 4
−2 1 0 2
−1 3 −1 6



 ∼




1 2 −1 4
0 5 −2 10
0 5 −2 10



 ∼




1 2 −1 4
0 5 −2 10
0 0 0 0



 .

Kod matrice iz Primera 2.23 od II vrste oduzmemo I, a od III oduzmemo
I pomnoжenu sa a. Na kraju smo III vrsti dodali II i dobili smo matricu
B koja nalikuje stepenastom obliku.

A =





1 1 a
1 a a
a 1 a



 ∼




1 1 a
0 a− 1 0
0 1− a a− a2



 ∼




1 1 a
0 a− 1 0
0 0 a(1− a)



 = B.

Sada u zavisnosti od parametra a diskutujemo rang matrice B (a samim

tim i rang matrice A): za a 6= 0, 1 je r(A) = 3, za a = 0 je r(A) = 2, dok

je za a = 1 r(A) = 1.

Za vektore u1, u2, . . . , um ∈ Rn kaжemo da su linearno zavisni ako postoje
skalari k1, k2, . . . , km ∈ R takvi da vaжi k1u1 + k2u2 + . . . + kmum = ~0 i da
nisu svi jednaki 0, tj. (k1, k2, . . . , km) 6= (0, 0, . . . , 0). Ako ne postoje takvi
k1, k2, . . . , km, tj. ako je jedino rexeƬe odgovaraju�eg homogenog sistema
ki = 0 (i = 1, 2, . . . , m), kaжemo da su vektori u1, u2, . . . , um ∈ Rn linearno
nezavisni. Drugaqije reqeno, vektori su linearno zavisni ukoliko se
jedan moжe predstaviti kao linearna kombinacija ostalih, a ako to ne
vaжi onda su linearno nezavisni.

Teorema 1.7. Rang matrice A, r(A), je jednak najve�em broju linearno
nezavisnih vrsta, odnosno najve�em broju linearno nezavisnih kolona.
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Primer 1.25. Kod matrica iz Primera 2.22 imamo da za vrste vaжi:
I + II − III = 0, pa su one linearno zavisne. Stoga se tre�a vrsta moжe
predstaviti preko prve dve:

III = I + II,

a kako su prva i druga vrsta linearno nezavisne (jer je I 6= k · II),
proveravamo da ova matrica ima r(A) = 2 linearno nezavisne vrste.

Moжe se pokazati da se bilo koje 2 vrste mogu uzeti za linearno
nezavisne i onda se tre�a moжe izraziti preko te dve vrste.

Za kolone imamo da su II i IV linearno zavisne jer je IV = 2 · II.
Pokuxajmo da predstavimo III kolonu kao linearnu kombinaciju prve dve,
tj. potraжimo nepoznate brojeve α i β takve da vaжi





0
−1
−1



 = α ·





−2
1
−1



 + β ·




1
2
3



 =





−2α + β
α + 2β
−α + 3β



 .

Ova matriqna jednaqina se svodi na sistem jednaqina
−2α + β = 0

α + 2β = −1
−α + 3β = −1,

koji ima jedinstveno rexeƬe α = −1

5
, β = −2

5
. Stoga za kolone vaжi:

III = −1

5
· I − 2

5
· II, IV = 2 · II,

i kako su prve dve kolone linearno nezavisne (pokazuje se kao i za vrste)
dobijamo da ova matrica ima i r(A) = 2 linearno nezavisne kolone.

Pojam ranga, kao i inverzne matrice, nalazi primenu u teoriji vezanoj
za rexavaƬe sistema linearnih jednaqina – videti Kroneker–Kapelijevu
teoremu sa strane 18. Tu �emo, pri odre�ivaƬu ranga, vrxiti samo
elementarne transformacije vrsta.

1.5. Sopstvene vrednosti i vektori
U ovom poglavƩu �emo koristiti dosta terminologije iz Glave 3. Vek-
tori. Sopstvene vrednosti i vektori imaju primenu kod rexavaƬa sis-
tema diferencijalnih jednaqina u predmetu Matematika 3.

Posmatrajmo polinom f(x) nad poƩem K: f(t) = antn + · · ·+a1t+a0. Ako
je A kvadratna matrica, I jediniqna matrica istog reda, definiximo

f(A) = anAn + · · · + a1A + a0I.

Matrica A je nula ili koren polinoma f(t) ako je f(A) = 0.

Neka je A kvadratna matrica reda n nad poƩem skalara K. Skalar
λ ∈ K se naziva sopstvena vrednost (ili karakteristiqna vrednost ili
svojstvena vrednost) ako postoji nenula vektor v ∈ Kn za koji vaжi

Av = λv.
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Svaki nenula vektor v 6= ~0 koji zadovoƩava prethodnu jednakost, naziva
se sopstveni vektor (ili karakteristiqni vektor ili svojstveni vektor)
matrice A koji odgovara sopstvenoj vrednosti λ, a skup svih tih vektora
zajedno sa nula-vektorom qini sopstveni prostor matrice A koji odgo-
vara sopstvenoj vrednosti λ (to je jedan vektorski podprostor vektorskog
prostora Kn). Ukoliko su v1 i v2 sopstveni vektori koji odgovaraju sop-
stvenoj vrednosti λ kvadratne matrice A, tada je i Ƭihova proizvoƩ-
na linearna kombinacija tako�e sopstveni vektor koji odgovara λ (ili
je nula-vektor). Skup svih sopstvenih vrednosti matrice A naziva se
spektar matrice A.

Primer 1.26. Na�i sopstvene vrednosti i vektore matrice A =

(
1 2
3 2

)

.

Traжimo skalare λ i nenula vektore v =

(
x
y

)

tako da je Av = λv, odnosno

da vaжi

(
1 2
3 2

)(
x
y

)

= λ

(
x
y

)

. Prethodna matriqna jednaqina je ekviva-

lentna sistemu
x + 2y = λx

3x + 2y = λy
odnosno homogenom sistemu

(1 − λ)x + 2y = 0
3x + (2 − λ)y = 0

.

Kako homogen sistem ima netrivijalnih rexeƬa ako i samo ako mu je
determinanta sistema jednaka 0:

∣
∣
∣
∣

1 − λ 2
3 2 − λ

∣
∣
∣
∣
= (1 − λ) · (2 − λ) − 2 · 3 = λ2 − 3λ − 4 = (λ − 4)(λ + 1) = 0,

pa je λ sopstvena vrednost matrice A ako i samo ako je λ1 = 4 ili λ2 = −1.
Za λ1 = 4 sopstvene vektore traжimo iz jednakosti (A − 4I)v = O, gde

je X nepoznati vektor v =
(
x
y

)
. To je isto kao da se zameni λ1 = 4 u gorƬi

homogen sistem i tada dobijamo sistem

−3x + 2y = 0
3x − 2y = 0,

koji ima rexeƬe x = 2t, y = 3t, t ∈ R, odnosno sopstveni vektori koji
odgovaraju sopstvenoj vrednosti λ1 = 4 svi vektori v oblika v1 = t

(
2
3

)
,

gde je t ∈ R \ {0}. Odgovaraju�i sopstveni prostor je L({
(
2
3

)
}) (ovde L

oznaqava lineal nad skupom vektora).

Sliqno, za λ2 = −1 sopstvene vektore dobijamo iz
(
A− (−1)I

)
v = O, tj.

odgovaraju�eg homogenog sistema

2x + 2y = 0
3x + 3y = 0,

koji ima rexeƬe x = −t, y = t, t ∈ R, odnosno odgovaraju�i sopstveni
vektor je v2 = t

(−1
1

)
, gde je t ∈ R \ {0}.
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Teorema 1.8. Sopstveni vektori koji odgovaraju razliqitim sopstvenim
vrednostima su linearno nezavisni.

Za matrice A i B kaжemo da su sliqne, sa oznakom A ∼ B, ako postoji
regularna matrica P (matrica P ima inverznu matricu P−1) takva da je

B = P−1AP

(taj uslov je ekvivalentan sa A = PBP−1).

Matrica P naziva se matrica sliqnosti za matrice A i B.
Za matricu kaжemo da je dijagonalizabilna ako je sliqna sa nekom

dijagonalnom matricom.

Teorema 1.9. Kvadratna matrica A reda n je sliqna dijagonalnoj ma-
trici D ako i samo ako ima n linearno nezavisnih sopstvenih vektora.
Dijagonalni elementi matrice D su odgovaraju�e sopstvene vrednosti.

Primer 1.27. Da li je matrica A =

(
1 2
3 2

)

dijagonalizabilna?

Kako matrica A ima 2 razliqite sopstvene vrednosti, λ1 = 4 i λ2 = −1,
po Teoremi 8 sopstveni vektori v1 =

(
2
3

)
i v2 =

(−1
1

)
su linearno nezavisni,

xto moжemo proveriti i na osnovu definicije linearne nezavisnosti.
DaƩe, po Teoremi 2.9 dobijamo da je matrica A dijagonalizabilna.

Matricu P (koja odre�uje sliqnost matrica) dobijamo tako xto su joj
kolone odgovaraju�i nezavisni sopstveni vektori matrice A. Zato je

P =

(
2 −1
3 1

)

. ƫena inverzna matrica (iskoristimo Primer 2.20) je

P−1 =
1

5

(
1 1
−3 2

)

=

(
1
5

1
5

− 3
5

2
5

)

. Matrica A je sliqna dijagonalnoj matrici

D = P−1AP =
1

5

(
1 1
−3 2

)(
1 2
3 2

)(
2 1
3 −1

)

=

(
4 0
0 −1

)

,

te smo dobili da je matrica A dijagonalizabilna.
Kao xto se moglo i oqekivati, elementi 4 i −1, koji su na dijagonali

dijagonalne matrice D, bax su sopstvene vrednosti matrice A, kojima
odgovaraju sopstveni vektori

(
2
3

)
i
(

1
−1

)
.

Polinom po λ dat sa

k(λ) = det(A − λI),

gde je I je jediniqna matrica istog reda kao i matrica A, naziva se
karakteristiqni polinom matrice A. Do ovog pojma se prirodno dolazi
poopxteƬem razmatraƬa iz Primera 2.26 (opet razmatramo homogen sis-
tem qija je determinanta bax karakteristiqni polinom i taj sistem �e
imati netrivijalna rexeƬa, sopstvene vektore, samo kad je ta deter-
minanta jednaka 0). Ponegde u literaturi se karakteristiqni polinom
uvodi i kao det(λI − A), ali ta razlika nije uopxte znaqajna, jer �emo
traжiti nule karakteristiqnog polinoma (Teorema 11 kaжe da su to bax
sopstvene vrednosti date matrice).
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Teorema 1.10. Kejli–Hamiltonova teorema.

Svaka matrica A je nula svog karakteristiqnog polinoma, k(λ), tj. vaжi
k(A) = O, gde je O nula–matrica istog reda kao i A.

Teorema 1.11. Neka je A kvadratna matrica reda n nad poƩem K. Skalar
λ je sopstvena vrednost matrice A ako i samo ako je λ koren karakteris-
tiqnog polinoma.

Teorema 1.12. Sliqne matrice imaju jednake karakteristiqne polinome.

Obrat ovog tvr�eƬa ne vaжi! Matrice A i B mogu imati identiqne
karakteristiqne polinome, ali to ne povlaqi da su sliqne; npr. matrice

A = I =

∥
∥
∥
∥

1 0
0 1

∥
∥
∥
∥

i B =

∥
∥
∥
∥

1 1
0 1

∥
∥
∥
∥

imaju jednake karakteristiqne polinome

k(λ) = (λ− 1)2, ali nisu sliqne: ako je X proizvoƩna regularna matrica
drugog reda, tada je X−1AX = X−1IX = I 6= B.

Primer 1.28. Karakteristiqni polinom matrice A =

∥
∥
∥
∥

1 2
3 2

∥
∥
∥
∥

je

k(λ) = det(A − λI) =

∣
∣
∣
∣

1 − λ 2
3 2 − λ

∣
∣
∣
∣
= λ2 − 3λ − 4 = (λ − 4)(λ + 1).

Odavde se dobija da su sopstvene vrednosti matrice A jednake λ1 = 4
i λ2 = −1 (xto smo dobili i u Primeru 26). Tako�e, kao xto veli
Kejli–Hamiltonova teorema, matrica A je nula svog karakteristiqnog
polinoma:

k(A) =

∥
∥
∥
∥

1 2
3 2

∥
∥
∥
∥

2

− 3

∥
∥
∥
∥

1 2
3 2

∥
∥
∥
∥
− 4

∥
∥
∥
∥

1 0
0 1

∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥

7 6
9 10

∥
∥
∥
∥
−
∥
∥
∥
∥

3 6
9 6

∥
∥
∥
∥
−
∥
∥
∥
∥

4 0
0 4

∥
∥
∥
∥

=

∥
∥
∥
∥

0 0
0 0

∥
∥
∥
∥

.

Primer 1.29. Neka je data matrica A =





3 0 0
0 2 −5
0 1 −2



.

Da li je ona dijagonalizabilna nad poƩem R? A nad poƩem C?

Karakteristiqni polinom matrice A je

k(λ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

3 − λ 0 0
0 2 − λ −5
0 1 −2 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (3 − λ)(λ2 + 1).

Imamo dva sluqaja:

1◦ matrica A je matrica nad realnim poƩem R. Tada A ima samo jednu
sopstvenu vrednost λ = 3. Kako za λ = 3 ima samo jedan nezavistan sop-

stveni vektor







1
0
0






, A nije dijagonalizabilna nad poƩem realnih brojeva.

2◦ matrica A je nad poƩem kompleksnih brojeva C. Tada A ima tri ra-
zliqite sopstvene vrednosti λ1 = 3, λ2 = i i λ3 = −i, pa postoji matrica

P =





1 0 0
0 5 5
0 2 − i 2 + i



 (i2 = −1, a kolone matrice P su sopstveni vektori
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koji odgovaraju sopstvenim vrednostima 3, i i −i) tako da je matrica

D = P−1AP =





1 0 0
0 1−2i

10
i
2

0 1+2i
10 − i

2



 ·





3 0 0
0 2 −5
0 1 −2



 ·





1 0 0
0 5 5
0 2 − i 2 + i



 =





3 0 0
0 i 0
0 0 −i





dijagonalna, te je nad poƩem C matrica A dijagonalizabilna.

Moniqni polinom (najstariji koeficijent mu je 1) najniжeg stepe-
na takav da je m(A) = 0 naziva se minimalni polinom. Algebarska
vixestrukost (ili multiplicitet) sopstvene vrednosti λ ∈ K matrice
A definixemo kao vixestrukost λ kao korena karakteristiqnog polinoma
matrice A. Geometrijska vixestrukost (ili multiplicitet) sopstvene
vrednosti λ ∈ K matrice A definixemo kao dimenziju odgovaraju�eg sop-
stvenog prostora. Moжe se pokazati da je geometrijska vixestrukost uvek
maƬa ili jednaka od algebarske vixestrukosti neke sopstvene vrednosti.

Teorema 1.13. Minimalni polinom deli karakteristiqni polinom ma-
trice A i oni imaju iste ireducibilne faktore, tj. ako je

k(t) = (t−a1)
b1 . . . (t−ar)

br , (bi>1), onda je m(t) = (t−a1)
c1 . . . (t−ar)

cr ,

gde su koeficijenti ci izme�u 1 i bi, tj. 16 ci 6 bi.

Primer 1.30. Odredimo minimalni polinom matrice A =







2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 5







.

Karakteristiqni polinom matrice A je k(t) = (t − 2)3(t − 5). Prema
prethodnoj teoremi ireducibilni faktori t − 2 i t − 5 moraju biti i
faktori minimalnog polinoma i kako m(t) | k(t), dobijamo da je minimal-
ni polinom jedan od slede�a tri polinoma:

m1(t) = (t − 2)(t − 5), m2(t) = (t − 2)2(t − 5), m3(t) = (t − 2)3(t − 5).

Prema Kejli–Hamiltonovoj teoremi imamo da je m3(A) = k(A) = O, pa
je za odre�ivaƬe minimalnog polinoma potrebno proveriti da li moжda
vaжi m1(A) = O ili m2(A) = O.

m1(A) = (A−2I)(A−5I) =







0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 3






·







−3 1 0 0
0 −3 0 0
0 0 −3 0
0 0 0 0







=







0 −3 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0







,

te je m1(A) 6= O, tj. m1 nije minimalni polinom matrice A.

m2(A) = (A − 2I)2(A − 5I) =







0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 3







2

·







−3 1 0 0
0 −3 0 0
0 0 −3 0
0 0 0 0







=
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=







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 9







·







−3 1 0 0
0 −3 0 0
0 0 −3 0
0 0 0 0







=







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0







= O,

pa je m2(t) = (t − 2)2(t − 5) minimalni polinom matrice A.
Sopstveni prostor koji odgovara sopstvenoj vrednosti t1 = 2 qine

svi vektori oblika







x
0
z
0







, gde x i z uzimaju proizvoƩne vrednosti, tj.

taj sopstveni prostor je L({e1, e3}). Sliqno se dobija da je sopstveni
prostor koji odgovara sopstvenoj vrednosti t2 = 5 jednak L({e4}) (vektori
e1, e2, e3, e4 qine standardnu bazu vektorskog prostora R4). Na osnovu sve-
ga prethodnog sledi da je algebarska vixestrukost sopstvene vrednosti
t1 = 2 jednaka 3, a geometrijska 2, dok je za sopstvenu vrednosti t2 = 5 i
algebarska i geometrijska vixestrukost jednaka 1.

Teorema 1.14. Sliqne matrice imaju jednake minimalne polinome.

Opet ne vaжi obrat ovog tvr�eƬa.

Minimalni polinomi se koriste za odre�ivaƬe stepena matrice A, An.
Pomo�u Ƭih dobijamo rekurentnu vezu za matrice razliqitih stepena,
pomo�u koje moжemo na�i An. To �e ilustrovati posledƬa 2 naqina u
slede�em primeru.

Primer 1.31. Odrediti An =

∥
∥
∥
∥

1 2
3 2

∥
∥
∥
∥

n

.

U Primeru 2.28 smo odredili karakteristiqni polinom matrice A,
k(λ) = (λ − 4)(λ + 1).

DaƩe �emo raditi na 3 razliqita naqina, prvo korix�eƬem sop-
stvenih vrednosti i vektora i svo�eƬem na dijagonalnu matricu, a zatim
slede ostala 2 naqina koji ukƩuquju rexavaƬe rekurentnih jednaqina.

I naqin.

U Primeru 2.27 smo dobili da je D = P−1AP . Ako ovu matriqnu jed-
nakost pomnoжimo sa matricom P sa leve strane i sa matricom P−1 sa
desne, dobijamo da je PDP−1 = A, odnosno A = PDP−1. StepenovaƬem
prethodne jednakosti i korix�eƬem asocijativnosti mnoжeƬa matrica i
qiƬenica P−1P = I, kao i XI = X, dobijamo

An = (PDP−1)n = PDP−1PDP−1·. . .·PDP−1 = PDIDI·. . .·IDP−1 = PDnP−1.

Kako je Dn =

∥
∥
∥
∥

4 0
0 −1

∥
∥
∥
∥

n

=

∥
∥
∥
∥

4n 0
0 (−1)n

∥
∥
∥
∥

(ovo se najbrжe pokazuje pomo�u

Principa matematiqke indukcije), dobijamo da je traжena matrica An

jednaka

An =

∥
∥
∥
∥

2 −1
3 1

∥
∥
∥
∥
·
∥
∥
∥
∥

4n 0
0 (−1)n

∥
∥
∥
∥
· 1
5

∥
∥
∥
∥

1 1
−3 2

∥
∥
∥
∥

=
1

5

∥
∥
∥
∥

2 · 4n + 3 · (−1)n 2 · 4n − 2 · (−1)n

3 · 4n − 3 · (−1)n 3 · 4n + 2 · (−1)n

∥
∥
∥
∥

.
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II naqin.

Na osnovu Teoreme 13 imamo da je i minimalni polinom

m(λ) = (λ − 4)(λ + 1) = λ2 − 3λ − 4.

Pa kako je m(A) = 0 dobijamo A2 − 3A − 4I = 0, odnosno

A2 = 3A + 4I. (∗)

Ako prethodnu jednakosti pomnoжimo matricom A dobijamo

A3 = 3A2 + 4A = 3(3A + 4I) + 4A = 13A + 12I.

Mnoжe�i daƩe ovu jednakost sa A, dobijamo da se i A4 moжe predstaviti
kao linearna kombinacija matrica A i I, i nastavƩaju�i ovaj postupak
dolazimo do toga da se svaka matrica An moжe predstaviti u obliku

An = anA + bnI.

Ako ovu jednaqinu pomnoжimo sa A dobijamo An+1 = (3an + bn)A + 4anI.
Kako je An+1 = an+1A + bn+1I, dobijamo sistem rekurentnih jednaqina

an+1 = 3an + bn, bn+1 = 4an.

Ako pomo�u druge jednaqine eliminixemo bn iz prve jednaqine dobijamo
linearnu rekurentnu jednaqinu sa konstantnim koeficijentima

an+1 = 3an + 4an−1.

ƫena karakteristiqna jednaqina je t2 − 3t− 4 = 0, a to je bax minimalni
polinom. ƫegove nule su sopstvene vrednosti t1 = 4 i t2 = −1, pa je
opxte rexeƬe za an dato sa

an = c14
n + c2(−1)n,

gde nepoznate konstante c1 i c2 odre�ujemo iz poqetnih uslova:

A0 = 0 · A + 1 · I i A1 = 1 · A + 0 · I ⇒ a0 = 0, a1 = 1.

Kao rexeƬe ovog sistema
a0 = 0 = c14

0 + c2(−1)0 = c1 + c2,
a1 = 1 = c14

1 + c2(−1)1 = 4c1 − c2

dobijamo da je c1 = 1
5 i c2 = − 1

5 , xto kad uvrstimo u prethodne

jednaqine daje rexeƬe linearne rekurentne jednaqine an =
4n + (−1)n+1

5
.

Kako je bn+1 = 4an imamo da je bn = 4an−1 =
4n + 4(−1)n

5
.

Odatle dobijamo da je

An = anA + bnI =
4n + (−1)n+1

5

∥
∥
∥
∥

1 2
3 2

∥
∥
∥
∥

+
4n + 4(−1)n

5

∥
∥
∥
∥

1 0
0 1

∥
∥
∥
∥

,

odnosno An =

∥
∥
∥
∥

2
5 · 4n + 3

5 · (−1)n 2
5 · 4n − 2

5 · (−1)n

3
5 · 4n − 3

5 · (−1)n 3
5 · 4n + 2

5 · (−1)n

∥
∥
∥
∥

.
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III naqin.

Sliqno kao u prethodnom naqinu dolazimo do jednaqine (∗), koju �emo
pomnoжiti sa An i dobijamo An+2 = 3An+1 + 4An. Ovo rexavamo kao
rekurentnu jednaqinu, gde su poqetni uslovi A0 = I, A1 = A. Karakter-
istiqna jednaqina opet odgovara minimalnom polinomu, a Ƭene nule su
sopstvene vrednosti t1 = 4 i t2 = −1. Opxte rexeƬe je

An = C14
n + C2(−1)n,

samo su sada konstante C1 i C2 matrice oblika 2×2. Za n = 0 je I = C1+C2,

a za n = 1 je A = 4C1−C2. Iz tog sistema dobijamo C1 = 1
5 (I+A) = 1

5

∥
∥
∥
∥

2 2
3 3

∥
∥
∥
∥

i C2 = 1
5 (4I − A) = 1

5

∥
∥
∥
∥

3 −2
−3 2

∥
∥
∥
∥
, pa je An = 1

5

∥
∥
∥
∥

2 2
3 3

∥
∥
∥
∥

4n + 1
5

∥
∥
∥
∥

3 −2
−3 2

∥
∥
∥
∥

(−1)n,

ili konaqno An = 1
5

∥
∥
∥
∥

2 · 4n + 3 · (−1)n 2 · 4n − 2 · (−1)n

3 · 4n − 3 · (−1)n 3 · 4n + 2 · (−1)n

∥
∥
∥
∥
, xto je rezultat

koji smo dobili i prethodnim naqinima.

Napomena. Postoji i obrnuta veza sistema linearnih rekurentih jed-
naqina sa konstantnim koeficijentima i matrice An. Dati sistem se
moжe zapisati u matriqnom obliku










xn+1

yn+1

zn+1

...
wn+1










=










a11xn + a12yn + a13zn + . . . + a1swn

a21xn + a22yn + a23zn + . . . + a2swn

a31xn + a32yn + a33zn + . . . + a3swn

...
as1xn + as2yn + as3zn + . . . + asswn










= A ·










xn

yn

zn

...
wn










,

gde je matrica A = [aij ]s×s. Tada je opxte rexeƬe ovog sistema jednako










xn

yn

zn

.

.

.
wn










= An ·










x0

y0

z0

.

.

.
w0










,

te smo rexavaƬe ovog sistema sveli na stepenovaƬe matrice sistema, A.
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