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9. Lopitalovo pravilo
Teorijski uvod

Lopitalovo pravilo (moжe se primeniti

samo na limese oblika 0
0 ili ∞

∞ !)
L.P.
=
0
0

L.P.
=
∞

∞

:

lim
x→a

g(x)

h(x)
= lim

x→a

g′(x)

h′(x)
.



Lopitalovo pravilo (moжe se primeniti

samo na limese oblika 0
0 ili ∞

∞ !)
L.P.
=
0
0

L.P.
=
∞

∞

:

lim
x→a

g(x)

h(x)
= lim

x→a

g′(x)

h′(x)
.

Kad imamo g · h oblika 0 · ∞ to svodimo na
g
1
h

=
g

h−1
(xto je 0

0) ili
h
1
g

=
h

g−1
(xto je ∞

∞).

Jedan od ova dva svo�eƬa vodi ka rexeƬu, dok
drugi daje jox sloжeniji limes!

Kod limesa oblika 1∞ i 00 umesto da
traжimo dati limes L, traжi�emo lnL.



Zadaci

1. 7.89. lim
x→5

√
x − 1 − 2

x − 5
.
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L = lim
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√
x − 1 − 2

x − 5
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=
0
0
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x→5

1
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√
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2
√
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2. lim
x→+∞

√
x2 − 4x + 5

x − 2
.



2. lim
x→+∞

√
x2 − 4x + 5

x − 2
.

RexeƬe 1. L = lim
x→+∞

√
x2 − 4x + 5

x − 2

L.P.
=
∞

∞

lim
x→+∞

1

2
√

x2 − 4x + 5
· (2x − 4)

1
= lim

x→+∞

x − 2
√

x2 − 4x + 5

L.P.
=
∞

∞

. . . = lim
x→+∞

√
x2 − 4x + 5

x − 2
...



RexeƬe 2. x→+∞ ⇒ x > 0, pa
√

x2 = |x| = x.
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√

x2(1 − 4
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x ·
√

1 − 4
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x )



RexeƬe 2. x→+∞ ⇒ x > 0, pa
√

x2 = |x| = x.

L = lim
x→+∞

√
x2 − 4x + 5

x − 2
= lim

x→+∞

√

x2(1 − 4
x + 5

x2 )

x − 2

= lim
x→+∞

x/ ·
√

1 − 4
x + 5

x2

x/(1 − 2
x )

= lim
x→+∞

√

1 − 4
x + 5

x2

1 − 2
x

= 1.



3. 7.98. α > 0. lim
x→+∞

lnx

xα
.



ln(0+) = −∞ ln(+∞) = +∞

0 1 2 3 4 5−1

1

2

3

−1

−2

−3

x

ln x

ln(0+)→−∞

ln(+∞)→+∞

ln 1=0



3. 7.98. α > 0. lim
x→+∞

lnx

xα
.

RexeƬe.

lim
x→+∞

lnx

xα

L.P.
=
∞

∞

lim
x→+∞

1
x

αxα−1
= lim

x→+∞

1

αxα−1 · x1
=

lim
x→+∞

1

αxα
=

[

1

+∞

]

= 0.



4. 7.99. a, b > 0. lim
x→0+

ln(sin ax)

ln(sin bx)
.
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4. 7.99. a, b > 0. lim
x→0+

ln(sin ax)

ln(sin bx)
.

RexeƬe 2.

L = lim
x→0+

ln(sin ax)

ln(sin bx)

L.P.
=
∞

∞

lim
x→0+

1

sin ax
· cos ax · a

1

sin bx
· cos bx · b

=

a

b
· lim

x→0+

sin bx · cos ax

sin ax · cos bx

L.P.
=
0
0

a

b
· lim

x→0+

cos bx · b · cos ax + sin bx · (−sin ax) · a
cos ax · a · cos bx + sin ax · (−sin bx) · b =

a

b
· b + 0

a + 0
= 1.
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∗ moжe kada je bar jedan od ova 2 limesa
konaqan broj 6= 0
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ln(sin bx)
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RexeƬe 3.

L = lim
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ln(sin ax)

ln(sin bx)

L.P.
=
∞

∞

lim
x→0+

1

sin ax
· cos ax · a

1

sin bx
· cos bx · b

=

a

b
· lim

x→0+

sin bx · cos ax

sin ax · cos bx

∗
=

a

b
· lim

x→0+

sin bx

sin ax
· lim

x→0+

cos ax

cos bx
ր1

∗ moжe kada je bar jedan od ova 2 limesa
konaqan broj 6= 0



4. 7.99. a, b > 0. lim
x→0+

ln(sin ax)

ln(sin bx)
.

RexeƬe 3.

L = lim
x→0+

ln(sin ax)

ln(sin bx)

L.P.
=
∞

∞

lim
x→0+

1

sin ax
· cos ax · a

1

sin bx
· cos bx · b

=

a

b
· lim

x→0+

sin bx · cos ax

sin ax · cos bx

∗
=

a

b
· lim

x→0+

sin bx

sin ax
· lim

x→0+

cos ax

cos bx
ր1

=
a

b
· lim

x→0+

sin bx

sin ax
· 1L.P.

=
0
0

a

b
· lim

x→0+

cos bx · b
cos ax · a =

a · cos 0 · b
b · cos 0 · a = 1.



5. 7.100. lim
x→0+

xα lnx , α > 0.

Rezultat. L = 0.



6. 7.95. lim
x→1+

(

1

lnx
− 1

x − 1

)

.



6. 7.95. lim
x→1+

(

1

lnx
− 1

x − 1

)

.

RexeƬe. L = lim
x→1+

(

1

lnx
− 1

x − 1

)

=

lim
x→1+

x − 1 − lnx

lnx(x − 1)

L.P.
=
0
0

lim
x→1+

1 − 1
x

1
x · (x − 1) + lnx · 1 =



6. 7.95. lim
x→1+

(

1

lnx
− 1

x − 1

)

.

RexeƬe. L = lim
x→1+

(

1

lnx
− 1

x − 1

)

=

lim
x→1+

x − 1 − lnx

lnx(x − 1)

L.P.
=
0
0

lim
x→1+

1 − 1
x

1
x · (x − 1) + lnx · 1 =

lim
x→1+

x−1
x

(x−1)+x·ln x
x

= lim
x→1+

x − 1

x − 1 + x · lnx

L.P.
=
0
0

lim
x→1+

1

1 + lnx + 1
=

1

1 + ln 1 + 1
=

1

2
.



7. 7.103. lim
x→0

(

sin x

x

)1/x2

.

Rezultat. L = e−1/6 =
1
6
√

e
.



9. Tejlorov i
Maklorenov polinom

Teorijski uvod



f(x) ima u okolini taqke x = a izvode do reda
n + 1, tada tu vaжi:

f(x) = Tn(x) + Rn(x).

Tn je Tejlorov polinom stepena n funkcije f(x)
u okolini taqke x = a:

Tn(x)=f(a)+
f′(a)

1! (x−a)+
f′′(a)

2! (x−a)2+. . .+
f(n)(a)

n! (x−a)n.

R(n) je ostatak (grexka) Tejlorove formule.

Vaжi aproksimacija:

f(x) ≈ Tn(x) (x ≈ a).



Ostatak u Lagranжovom obliku:

Rn(x) =
f (n+1)(θ)

(n + 1)!
(x − a)n+1,

gde je θ neki broj izme�u a i x.

u Peanovom obliku:

Rn(x) = o ((x − a)n),

kada (x → a).



Tejlorov polinom polinoma.

Kada je f(x) polinom Pn(x) stepena n:

Pn(x) = Tn(x).

Za zad: ,,razviti polinom po potencijama
(stepenima) od (x − a)“.



Tejlorov polinom polinoma.

Kada je f(x) polinom Pn(x) stepena n:

Pn(x) = Tn(x).

Za zad: ,,razviti polinom po potencijama
(stepenima) od (x − a)“.

Za a = 0 Maklorenov polinom:

Tn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + . . . +

f (n)(0)

n!
xn.



Aproksimacija funkcije f(x) = sin(4x) · cosx

Maklorenovim polinomom 9-og stepena:

T9(x) = 4 · x − 38
3 · x3 + 421

30 · x5 − 10039
1260 · x7 + 246601

90720 · x9.

0 1 2 3−1−2

1

2

−1

−2

x

y

f(x) = sin(4x) · cos x

T9(x)

−3−4



Tablica osnovnih Maklorenovih polinoma:

f(x) T (x)

ex 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . . +

xn

n!

ln(1 + x)
x

1
−

x2

2
+

x3

3
− . . . + (−1)n−1 xn

n

(1 + x)a 1 + ax +
(

a
2

)

x2 + . . . +
(

a
n

)

xn

1

1 + x
1 − x + x2 − x3 + . . . + (−1)nxn

1

1 − x
1 + x + x2 + x3 + . . . + xn

sin x
x

1!
−

x3

3!
+

x5

5!
− . . . + (−1)k x2k+1

(2k + 1)!

cos x 1 −
x2

2!
+

x4

4!
− . . . + (−1)k x2k

(2k)!



Zadaci

1. 8.2.

Funkciju f(x) =
√

x aproksimirati Tejlorovim
polinomom 3. stepena u okolini taqke x = 1.
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f(x) =
√

x

f ′(x) = 1
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√

x

f ′′(x) = −1
4x

√
x

f ′′′(x) = 3
8x2

√
x
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1. 8.2.

Funkciju f(x) =
√

x aproksimirati Tejlorovim
polinomom 3. stepena u okolini taqke x = 1.

RexeƬe.

T3(x)=f(1)+ f ′(1)
1!

(x− 1)+ f ′′(1)
2!

(x− 1)2+ f ′′′(1)
3!

(x− 1)3

f(x) =
√

x ⇒ f(1) = 1
f ′(x) = 1

2
√

x
⇒ f ′(1) = 1

2

f ′′(x) = −1
4x

√
x

⇒ f ′′(1) = −1
4

f ′′′(x) = 3
8x2

√
x

⇒ f ′′′(1) = 3
8

T3(x) = 1 + 1
2 (x − 1) − 1

8 (x − 1)2 + 1
16 (x − 1)3

√
x ≈ 1 + 1

2
(x − 1) − 1

8
(x − 1)2 + 1

16
(x − 1)3 (x ≈ 1)



2. 8.3.

Odrediti Tejlorov polinom 4. stepena f-je
f(x) = ex u okolini taqke x = −1.
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2. 8.3.

Odrediti Tejlorov polinom 4. stepena f-je
f(x) = ex u okolini taqke x = −1.

RexeƬe.

T4(x)=f(-1)+f′(-1)
1!

(x+1)+
f′′(-1)

2!
(x+1)2+

f′′′(-1)
3!

(x+1)3+
f′V (-1)

4!
(x+1)4

Za f(x) = ex imamo

f (n)(x) = ex ⇒ f (n)(−1) = e−1 = 1
e .



2. 8.3.

Odrediti Tejlorov polinom 4. stepena f-je
f(x) = ex u okolini taqke x = −1.

RexeƬe.

T4(x)=f(-1)+f′(-1)
1!

(x+1)+
f′′(-1)

2!
(x+1)2+

f′′′(-1)
3!

(x+1)3+
f′V (-1)

4!
(x+1)4

Za f(x) = ex imamo

f (n)(x) = ex ⇒ f (n)(−1) = e−1 = 1
e .

T4(x) = 1
e

[

1 + (x + 1) + 1
2 (x + 1)2 + 1

6 (x + 1)3 + 1
24 (x + 1)4

]

.



3. 8.5. v).

Polinom P (x) = x4 − x3 + x2 − 1 razviti po
potencijama od (x − 2).



3. 8.5. v).

Polinom P (x) = x4 − x3 + x2 − 1 razviti po
potencijama od (x − 2).

RexeƬe 1. (Tejlorov polinom u okolini 2):

P (x) = x4 − x3 + x2 − 1 ⇒ P (2) = 11
P ′(x) = 4x3 − 3x2 + 2x ⇒ P ′(2) = 24
P ′′(x) = 12x2 − 6x + 2 ⇒ P ′′(2) = 38
P ′′′(x) = 24x − 6 ⇒ P ′′′(2) = 42
P ′V (x) = 24 ⇒ P ′V (2) = 24

P (x) = T4(x) = 11+24(x−2)+19(x−2)2 +7(x−2)3 +(x−2)4.



RexeƬe 2. (Vixestruka Hornerova xema)
delimo polinom P (x) sa x − 2:

1 −1 1 0 −1

2 1 1 3 6 11

2 1 3 9 24

2 1 5 19

2 1 7

2 1

P (x) = 11 + 24(x − 2) + 19(x − 2)2 + 7(x − 2)3 + (x − 2)4.



4. Polinom P (x) = x4 − 9x2 − x + 1 razviti po
stepenima od (x + 3).

Rezultat.

P (x) = T4(x) = 4−55(x+3)+45(x+3)2 −12(x+3)3 +(x+3)4.



5. 8.21.

Odrediti Tejlorov polinom 3. stepena ko-
jim se f(x) = x2 lnx aproksimira u okolini
x0 = 1 i proceniti grexku aproksimacije za
|x − 1| < 1

4 .



5. 8.21.

Odrediti Tejlorov polinom 3. stepena ko-
jim se f(x) = x2 lnx aproksimira u okolini
x0 = 1 i proceniti grexku aproksimacije za
|x − 1| < 1

4 .

RexeƬe. f(x) = x2 · lnx ⇒ f(1) = 0,

f ′(x) = x(2 lnx + 1) ⇒ f ′(1) = 1,

f ′′(x) = 2 lnx + 3 ⇒ f ′′(1) = 3,

f ′′′(x) = 2
x ⇒ f ′′′(1) = 2.



5. 8.21.

Odrediti Tejlorov polinom 3. stepena ko-
jim se f(x) = x2 lnx aproksimira u okolini
x0 = 1 i proceniti grexku aproksimacije za
|x − 1| < 1

4 .

RexeƬe. f(x) = x2 · lnx ⇒ f(1) = 0,

f ′(x) = x(2 lnx + 1) ⇒ f ′(1) = 1,

f ′′(x) = 2 lnx + 3 ⇒ f ′′(1) = 3,

f ′′′(x) = 2
x ⇒ f ′′′(1) = 2.

T3(x) = 0 + 1
1! (x − 1) + 3

2!(x − 1)2 + 2
3! (x − 1)3 =

(x − 1) + 3
2 (x − 1)2 + 1

3 (x − 1)3.



f ′V (x) = − 2
x2 ⇒ grexka u Lagranжovom obl.

R3(x) =
− 2

θ2 · (x − 1)4

4!
=

−(x − 1)4

12θ2
.

Kako je |x− 1| < 1
4 , tj. 3

4 < x < 5
4 dobijamo da je

i 3
4 < θ < 5

4 (θ je izme�u 1 i x).

Stoga je min θ = 3
4 ⇒ max 1

θ2 = 16
9 .

Maksimalna vrednost za |x − 1| je 1
4 , pa imamo

|R3(x)| <
( 1
4 )4

12 · ( 3
4 )2

=
1

1728
< 0.0006.



6. 8.24.

Odrediti Maklorenov polinom 2. stepena f-je
y(x) = 5

√
1 − x. Sluжe�i se tim razvojem na�i

pribliжnu vrednost za 5
√

0.99 .
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Odrediti Maklorenov polinom 2. stepena f-je
y(x) = 5

√
1 − x. Sluжe�i se tim razvojem na�i

pribliжnu vrednost za 5
√

0.99 .

RexeƬe. y(x) = (1 − x)1/5 ⇒ y(0) = 1,

y′(x) = −1
5 (1 − x)−4/5 ⇒ y′(0) = −1

5 ,

y′′(x) = −4
25 (1 − x)−9/5 ⇒ y′′(0) = −4

25 .



6. 8.24.

Odrediti Maklorenov polinom 2. stepena f-je
y(x) = 5

√
1 − x. Sluжe�i se tim razvojem na�i

pribliжnu vrednost za 5
√

0.99 .

RexeƬe. y(x) = (1 − x)1/5 ⇒ y(0) = 1,

y′(x) = −1
5 (1 − x)−4/5 ⇒ y′(0) = −1

5 ,

y′′(x) = −4
25 (1 − x)−9/5 ⇒ y′′(0) = −4

25 .

Maklorenov pol. T2(x) = 1 − 1
5x − 2

25x2, pa je
5
√

1 − x ≈ 1 − 1
5x − 2

25x2 (x ≈ 0).



6. 8.24.

Odrediti Maklorenov polinom 2. stepena f-je
y(x) = 5

√
1 − x. Sluжe�i se tim razvojem na�i

pribliжnu vrednost za 5
√

0.99 .

RexeƬe. y(x) = (1 − x)1/5 ⇒ y(0) = 1,

y′(x) = −1
5 (1 − x)−4/5 ⇒ y′(0) = −1

5 ,

y′′(x) = −4
25 (1 − x)−9/5 ⇒ y′′(0) = −4

25 .

Maklorenov pol. T2(x) = 1 − 1
5x − 2

25x2, pa je
5
√

1 − x ≈ 1 − 1
5x − 2

25x2 (x ≈ 0).

5
√

0.99= 5
√

1−0.01=y(0.01)≈T2(0.01)=0.997992.



6. 8.24.

Odrediti Maklorenov polinom 2. stepena f-je
y(x) = 5

√
1 − x. Sluжe�i se tim razvojem na�i

pribliжnu vrednost za 5
√

0.99 .

RexeƬe. y(x) = (1 − x)1/5 ⇒ y(0) = 1,

y′(x) = −1
5 (1 − x)−4/5 ⇒ y′(0) = −1

5 ,

y′′(x) = −4
25 (1 − x)−9/5 ⇒ y′′(0) = −4

25 .

Maklorenov pol. T2(x) = 1 − 1
5x − 2

25x2, pa je
5
√

1 − x ≈ 1 − 1
5x − 2

25x2 (x ≈ 0).

5
√

0.99= 5
√

1−0.01=y(0.01)≈T2(0.01)=0.997992.

Digitronom 5
√

0.99 = 0.9979919516614 . . .



7. 8.41. b).

Odrediti kosu as. funkcije f(x) = xe1/x.
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Odrediti kosu as. funkcije f(x) = xe1/x.

RexeƬe.

f(x) = x · e1/x = x ·
(

1 + 1
x + o( 1

x )
)

= x + 1 + o(1)

(Maklorenov razvoj: et = 1 + t + o(t)

kad x → ±∞ onda t = 1
x → 0),



7. 8.41. b).

Odrediti kosu as. funkcije f(x) = xe1/x.

RexeƬe.

f(x) = x · e1/x = x ·
(

1 + 1
x + o( 1

x )
)

= x + 1 + o(1)

(Maklorenov razvoj: et = 1 + t + o(t)

kad x → ±∞ onda t = 1
x → 0),

⇒ prava y = x + 1 je obostrana kosa
asimptota.



8. Odrediti asimptote f-je f(x) = x+
√

x2 + x.



8. Odrediti asimptote f-je f(x) = x+
√

x2 + x.

RexeƬe. f(x) = x +
√

x2 + x = x + |x| ·
√

1 + 1
x .



8. Odrediti asimptote f-je f(x) = x+
√

x2 + x.

RexeƬe. f(x) = x +
√

x2 + x = x + |x| ·
√

1 + 1
x .

Kada x → +∞ vaжi f(x) = x + x ·
√

1 + 1
x =

x+x·(1+ 1
x )

1
2 = x+x·

(

1 + 1
2x + o( 1

x )
)

= 2x+ 1
2+o(1)

⇒ prava y = 2x + 1
2 desna kosa asimptota.



8. Odrediti asimptote f-je f(x) = x+
√

x2 + x.

RexeƬe. f(x) = x +
√

x2 + x = x + |x| ·
√

1 + 1
x .

Kada x → +∞ vaжi f(x) = x + x ·
√

1 + 1
x =

x+x·(1+ 1
x )

1
2 = x+x·

(

1 + 1
2x + o( 1

x )
)

= 2x+ 1
2+o(1)

⇒ prava y = 2x + 1
2 desna kosa asimptota.

Kada x → −∞ vaжi f(x) = x − x ·
√

1 + 1
x =

x−x·
(

1 + 1
2x + o( 1

x )
)

= −1
2 +o(1) ⇒ prava y = −1

2
leva hor. asimptota.



9. 8.31. v).

Izraqunati L = lim
x→0

cosx − e−x2/2

x4
.
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x→0

cosx − e−x2/2

x4
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RexeƬe. Maklorenovi razvoji:

cosx = 1 − 1
2x2 + 1

24x4 + o(x4)
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x4
.

RexeƬe. Maklorenovi razvoji:

cosx = 1 − 1
2x2 + 1

24x4 + o(x4)

et = 1 + t + 1
2 t2 + o(t2) (za t = −1

2x2) ⇒
e−x2/2 = 1 − 1

2x2 + 1
8x4 + o(x4).
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Izraqunati L = lim
x→0

cosx − e−x2/2

x4
.

RexeƬe. Maklorenovi razvoji:

cosx = 1 − 1
2x2 + 1

24x4 + o(x4)

et = 1 + t + 1
2 t2 + o(t2) (za t = −1

2x2) ⇒
e−x2/2 = 1 − 1

2x2 + 1
8x4 + o(x4).

L = lim
x→0

1− 1
2x2+ 1

24x4+o(x4)−
(

1− 1
2 x2+ 1

8 x4+o(x4)
)

x4 =



9. 8.31. v).

Izraqunati L = lim
x→0

cosx − e−x2/2

x4
.

RexeƬe. Maklorenovi razvoji:

cosx = 1 − 1
2x2 + 1

24x4 + o(x4)

et = 1 + t + 1
2 t2 + o(t2) (za t = −1

2x2) ⇒
e−x2/2 = 1 − 1

2x2 + 1
8x4 + o(x4).

L = lim
x→0

1− 1
2x2+ 1

24x4+o(x4)−
(

1− 1
2 x2+ 1

8 x4+o(x4)
)

x4 =

lim
x→0

− 2
24x4 + o(x4)

x4
= lim

x→0

−1

12
+ o(1) = − 1

12
.



10. 8.31. a).

Izraqunati L = lim
x→+∞

[

x − x2 ln
(

1 + 1
x

)]

.
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Izraqunati L = lim
x→+∞

[

x − x2 ln
(

1 + 1
x

)]

.

RexeƬe. Kada x → +∞ onda 1
x → 0 i

ln(1 + t) = t + 1
2 t2 + o(t2):



10. 8.31. a).

Izraqunati L = lim
x→+∞

[

x − x2 ln
(

1 + 1
x

)]

.

RexeƬe. Kada x → +∞ onda 1
x → 0 i

ln(1 + t) = t + 1
2 t2 + o(t2):

L = lim
x→+∞

[

x − x2 ·
(

1
x + 1

2 · 1
x2 + o( 1

x2 )
)]

=



10. 8.31. a).

Izraqunati L = lim
x→+∞

[

x − x2 ln
(

1 + 1
x

)]

.

RexeƬe. Kada x → +∞ onda 1
x → 0 i

ln(1 + t) = t + 1
2 t2 + o(t2):

L = lim
x→+∞

[

x − x2 ·
(

1
x + 1

2 · 1
x2 + o( 1

x2 )
)]

=

lim
x→+∞

x − x − 1
2 + o(1) = lim

x→+∞
−1

2 + o(1) = −1
2 .



11. 8.31. d).

Izraqunati lim
x→0

1 − (cosx)sin x

x3
.

Rezultat. L = 1
2 .



12. 8.33.

a) Napisati Maklorenove polinome tre�eg
stepena za funkcije e2x i sin 2x.

b) Izraqunati lim
x→0

e2x − sin 2x − 1 − 2x2

x3
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a) Napisati Maklorenove polinome tre�eg
stepena za funkcije e2x i sin 2x.

b) Izraqunati lim
x→0

e2x − sin 2x − 1 − 2x2

x3

RexeƬe. a) g(x) = e2x ⇒ g(0) = 1,

g′(x) = 2e2x ⇒ g′(0) = 2,

g′′(x) = 4e2x ⇒ g′′(0) = 4,

g′′′(x) = 8e2x ⇒ g′′′(0) = 8.
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x→0
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x3

RexeƬe. a) g(x) = e2x ⇒ g(0) = 1,

g′(x) = 2e2x ⇒ g′(0) = 2,

g′′(x) = 4e2x ⇒ g′′(0) = 4,

g′′′(x) = 8e2x ⇒ g′′′(0) = 8.

T3(x) = 1 + 2x + 2x2 + 4
3x3, tj.

g(x) = 1 + 2x + 2x2 + 4
3x3 + o(x3).



RexeƬe. a) g(x) = e2x ⇒ g(0) = 1,

g′(x) = 2e2x ⇒ g′(0) = 2,

g′′(x) = 4e2x ⇒ g′′(0) = 4,

g′′′(x) = 8e2x ⇒ g′′′(0) = 8.

T3(x) = 1 + 2x + 2x2 + 4
3x3, tj.

g(x) = 1 + 2x + 2x2 + 4
3x3 + o(x3).

h(x) = sin 2x ⇒ h(0) = 0,

h′(x) = 2 cos 2x ⇒ h′(0) = 2,

h′′(x) = −4 sin 2x ⇒ h′′(0) = 0,

h′′′(x) = −8 cos 2x ⇒ h′′′(0) = −8.



RexeƬe. a) g(x) = e2x ⇒ g(0) = 1,

g′(x) = 2e2x ⇒ g′(0) = 2,

g′′(x) = 4e2x ⇒ g′′(0) = 4,

g′′′(x) = 8e2x ⇒ g′′′(0) = 8.

T3(x) = 1 + 2x + 2x2 + 4
3x3, tj.

g(x) = 1 + 2x + 2x2 + 4
3x3 + o(x3).

h(x) = sin 2x ⇒ h(0) = 0,

h′(x) = 2 cos 2x ⇒ h′(0) = 2,

h′′(x) = −4 sin 2x ⇒ h′′(0) = 0,

h′′′(x) = −8 cos 2x ⇒ h′′′(0) = −8.

T3(x) = 2x − 4
3x3, tj.

h(x) = 2x − 4
3x3 + o(x3).



Napomena. Korix�eƬem gotovih razvoja:

et = 1 +
t

1!
+

t2

2!
+

t3

3!
+ o(t3) (t ≈ 0) ⇒

e2x = 1 +
2x

1!
+

(2x)2

2!
+

(2x)3

3!
+ o

(

(2x)3
)

= 1 + 2x + 2x2 + 4
3x3 + o(x3) (x ≈ 0)

sin t =
t

1!
− t3

3!
+ o(t3) (t ≈ 0) ⇒

sin 2x =
2x

1!
− (2x)3

3!
+ o

(

(2x)3
)

= 2x − 4
3x3 + o(x3) (x ≈ 0)



b) lim
x→0

e2x − sin 2x − 1 − 2x2

x3
=

lim
x→0

(

1+2x+2x2+ 4
3x3+o(x3)

)

−
(

2x− 4
3x3+o(x3)

)

−1−2x2

x3



b) lim
x→0

e2x − sin 2x − 1 − 2x2

x3
=

lim
x→0

(

1+2x+2x2+ 4
3x3+o(x3)

)

−
(

2x− 4
3x3+o(x3)

)

−1−2x2

x3

=
8

3
+ o(1), te je lim

x→0
f(x) =

8

3
.



9. Geometrijska
interpretacija

izvoda i diferencijala
Teorijski uvod

x

y

x0

f(x0) = y0

.

ϕ

t : y = kt · x + nt

n : y = kn · x + nn

f(x)



Vrednost I izvoda u M(x0, y0) predstavƩa
koeficijent pravca kt tangente t na krivu f(x)
u M (to je i tangens ugla ϕ koji tangenta
zaklapa sa pozitivnim delom x-ose):

kt = f ′(x0) = tg ϕ.

x

y

x0

f(x0) = y0

.

ϕ

t : y = kt · x + nt

n : y = kn · x + nn

f(x)



Koef. pravca kn normale n na krivu u M :

kn = − 1

kt
= − 1

f ′(x0)
.

Presek tangente (normale) sa y-osom, nt (nn),
odre�ujemo iz uslova M ∈ t (M ∈ n):

nt = y0 − kt · x0 (nn = y0 − kn · x0).

x

y

x0

f(x0) = y0

.

ϕ

t : y = kt · x + nt

n : y = kn · x + nn

f(x)



Diferencijal I reda, df = f ′(x) · dx, moжe se
iskoristiti za aproksimiraƬe priraxtaja
funkcije ∆f = f(x + ∆x) − f(x):

∆f ≈ df

(∆x = dx). Ova formula se svodi na:

f(x + ∆x) ≈ f(x) + f ′(x) · dx.



df = f ′(x) · dx ≈ ∆f = f(x + ∆x) − f(x):

f(x + ∆x) ≈ f(x) + f ′(x) · dx.

Geometrijska interpretacija diferencijala
data je na slede�oj slici:

x

y

x x + ∆x

f(x)

f(x + ∆x)

ϕ

∆f

df



1. U preseqnim taqkama prave x − y + 1 = 0 i
parabole y = x2 − 4x + 5 povuqene su tangente
na parabolu. Na�i presek tih tangenata.
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parabole y = x2 − 4x + 5 povuqene su tangente
na parabolu. Na�i presek tih tangenata.

RexeƬe. Presek – reximo sistem:
x − y + 1 = 0, y = x2 − 4x + 5
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x − y + 1 = 0, y = x2 − 4x + 5

tj. y = x + 1 = x2 − 4x + 5 ⇒ x2 − 5x + 4 = 0

x1 = 1, x2 = 4
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x − y + 1 = 0, y = x2 − 4x + 5

tj. y = x + 1 = x2 − 4x + 5 ⇒ x2 − 5x + 4 = 0

x1 = 1, x2 = 4

y1 = 2, y2 = 5 A(1, 2) B(4, 5)



1. U preseqnim taqkama prave x − y + 1 = 0 i
parabole y = x2 − 4x + 5 povuqene su tangente
na parabolu. Na�i presek tih tangenata.

RexeƬe. Presek – reximo sistem:
x − y + 1 = 0, y = x2 − 4x + 5

tj. y = x + 1 = x2 − 4x + 5 ⇒ x2 − 5x + 4 = 0

x1 = 1, x2 = 4

y1 = 2, y2 = 5 A(1, 2) B(4, 5)

y = x2 − 4x + 5 ⇒ y′ = 2x − 4



1. U preseqnim taqkama prave x − y + 1 = 0 i
parabole y = x2 − 4x + 5 povuqene su tangente
na parabolu. Na�i presek tih tangenata.

RexeƬe. Presek – reximo sistem:
x − y + 1 = 0, y = x2 − 4x + 5

tj. y = x + 1 = x2 − 4x + 5 ⇒ x2 − 5x + 4 = 0

x1 = 1, x2 = 4

y1 = 2, y2 = 5 A(1, 2) B(4, 5)

y = x2 − 4x + 5 ⇒ y′ = 2x − 4



2. Odrediti jednaqine tangenti i normala na

krivu liniju y =
1

x2 + 1
u Ƭenim preseqnim

taqkama sa hiperbolom y =
1

x + 1
.

Pod kojim uglovima se seku te dve krive
(u preseqnim taqkama)?



2. Odrediti jednaqine tangenti i normala na

krivu liniju y =
1

x2 + 1
u Ƭenim preseqnim

taqkama sa hiperbolom y =
1

x + 1
.

Pod kojim uglovima se seku te dve krive
(u preseqnim taqkama)?

tg α =

∣

∣

∣

∣

k1 − k2

1 + k1k2

∣

∣

∣

∣

.



3. Na�i jednaqinu normale i tangente na
funkciju x = ln(t2 + 1) + t + 1, y = t4 + t + 1
u taqki M(1, 1).
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funkciju x = ln(t2 + 1) + t + 1, y = t4 + t + 1
u taqki M(1, 1).

RexeƬe.

M(1, 1) ⇒ x = ln(t2+1)+t+1 = 1, y = t4+t+1 = 1



3. Na�i jednaqinu normale i tangente na
funkciju x = ln(t2 + 1) + t + 1, y = t4 + t + 1
u taqki M(1, 1).

RexeƬe.

M(1, 1) ⇒ x = ln(t2+1)+t+1 = 1, y = t4+t+1 = 1

y = t4 + t + 1 = 1, t(t3 + 1) = 0 ⇒ t1 = 0, t2 = −1.

t1 =0 ⇒ x =ln 1+0+1=1 (t2 =−1 ⇒ x=ln 2 ).



3. Na�i jednaqinu normale i tangente na
funkciju x = ln(t2 + 1) + t + 1, y = t4 + t + 1
u taqki M(1, 1).

RexeƬe.

M(1, 1) ⇒ x = ln(t2+1)+t+1 = 1, y = t4+t+1 = 1

y = t4 + t + 1 = 1, t(t3 + 1) = 0 ⇒ t1 = 0, t2 = −1.

t1 =0 ⇒ x =ln 1+0+1=1 (t2 =−1 ⇒ x=ln 2 ).

ẋ = 2t
t2+1 + 1, ẏ = 4t3 + 1 ⇒ y′

x =
ẏ

ẋ
=

4t3 + 1
2t

t2+1 + 1
.



3. Na�i jednaqinu normale i tangente na
funkciju x = ln(t2 + 1) + t + 1, y = t4 + t + 1
u taqki M(1, 1).

RexeƬe.

M(1, 1) ⇒ x = ln(t2+1)+t+1 = 1, y = t4+t+1 = 1

y = t4 + t + 1 = 1, t(t3 + 1) = 0 ⇒ t1 = 0, t2 = −1.

t1 =0 ⇒ x =ln 1+0+1=1 (t2 =−1 ⇒ x=ln 2 ).

ẋ = 2t
t2+1 + 1, ẏ = 4t3 + 1 ⇒ y′

x =
ẏ

ẋ
=

4t3 + 1
2t

t2+1 + 1
.

kt = y′
x

∣

∣

∣

M
= y′

x

∣

∣

∣

t=0
= 1

1 = 1.

t : y = 1 · x + n



RexeƬe.

M(1, 1) ⇒ x = ln(t2+1)+t+1 = 1, y = t4+t+1 = 1

y = t4 + t + 1 = 1, t(t3 + 1) = 0 ⇒ t1 = 0, t2 = −1.

t1 =0 ⇒ x =ln 1+0+1=1 (t2 =−1 ⇒ x=ln 2 ).

ẋ = 2t
t2+1 + 1, ẏ = 4t3 + 1 ⇒ y′

x =
ẏ

ẋ
=

4t3 + 1
2t

t2+1 + 1
.

kt = y′
x

∣

∣

∣

M
= y′

x

∣

∣

∣

t=0
= 1

1 = 1

t : y = 1 · x + nt

M(1, 1): 1 = 1 · 1 + nt

⇒ nt = 0

t : y = x.



RexeƬe.

M(1, 1) ⇒ x = ln(t2+1)+t+1 = 1, y = t4+t+1 = 1

y = t4 + t + 1 = 1, t(t3 + 1) = 0 ⇒ t1 = 0, t2 = −1.

t1 =0 ⇒ x =ln 1+0+1=1 (t2 =−1 ⇒ x=ln 2 ).

ẋ = 2t
t2+1 + 1, ẏ = 4t3 + 1 ⇒ y′

x =
ẏ

ẋ
=

4t3 + 1
2t

t2+1 + 1
.

kt = y′
x

∣

∣

∣

M
= y′

x

∣

∣

∣

t=0
= 1

1 = 1 kn =
−1

kt
= −1

t : y = 1 · x + nt n : y = −1 · x + nn

M(1, 1): 1 = 1 · 1 + nt M(1, 1): 1 = −1 · 1 + nn

⇒ nt = 0 ⇒ nn = 2

t : y = x n : y = −x + 2.



4. Aproksimiraju�i priraxtaj funkcije
diferencijalom, odrediti pribliжnu

vrednost za 4
√

1,013.

RexeƬe. f(x + ∆x) ≈ f(x) + f ′(x) · dx.



4. Aproksimiraju�i priraxtaj funkcije
diferencijalom, odrediti pribliжnu

vrednost za 4
√

1,013.

RexeƬe. f(x + ∆x) ≈ f(x) + f ′(x) · dx.

f(x) =
4
√

x3 = x3/4, f ′(x) = 3
4x−1/4



4. Aproksimiraju�i priraxtaj funkcije
diferencijalom, odrediti pribliжnu

vrednost za 4
√

1,013.

RexeƬe. f(x + ∆x) ≈ f(x) + f ′(x) · dx.

f(x) =
4
√

x3 = x3/4, f ′(x) = 3
4x−1/4

x+∆x = 1,01 ⇒ x = 1 i ∆x = dx = 0,01.



4. Aproksimiraju�i priraxtaj funkcije
diferencijalom, odrediti pribliжnu

vrednost za 4
√

1,013.

RexeƬe. f(x + ∆x) ≈ f(x) + f ′(x) · dx.

f(x) =
4
√

x3 = x3/4, f ′(x) = 3
4x−1/4

x+∆x = 1,01 ⇒ x = 1 i ∆x = dx = 0,01.

f(1, 01) ≈ f(1) + f ′(1) · 0,01

1, 013/4 ≈ 13/4 + 3
4 · 1−1/4 · 0,01

1, 013/4 ≈ 1,0075.

Digitronom 4
√

1, 013 = 1,007490663844 . . .



5. Aproksimiraju�i priraxtaj funkcije
diferencijalom, odrediti pribliжnu
vrednost za ln 1,02.

Rezultat. ln 1,02 ≈ 0,02.



6. Aproksimiraju�i priraxtaj funkcije
diferencijalom, odrediti pribliжnu
vrednost za arctg 0,01.

Rezultat. arctg 0,01 ≈ 0,01.



KRAJ QASA


